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Ekstrema funkcji

Méwimy, ze funkcja f(x) ma minimum w punkcie

x0, jezeli jest w tym punkcie ciggta i istnieje takie v
otoczenie U punktu xg, ze Vx € U : f(x) > f(xq).

Méwimy, ze funkcja f(x) ma maksimum w punkcie /\
x0, jezeli jest w tym punkcie ciggta i istnieje takie

otoczenie U punktu xg, ze Ve € U : f(z) < f(xq).

Minima i maksima nazywamy tgcznie ekstremami funkciji.
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Ekstrema a znak pochodnej

W otoczeniu maksimum funkcja zmienia charakter swojego wzrostu: na
lewo od maksimum funkcja roénie, na prawo maleje. Jesli funkcja jest
rozniczkowalna, oznacza to, ze na lewo od maksimum pochodna jest do-
datnia, na prawo — ujemna. Podobnie dzieje sie w otoczeniu minimum:
Jesli funkcja jest rézniczkowalna, na lewo od maksimum pochodna jest
ujemna, na prawo — dodatnia. Widzimy, ze w otoczeniu ekstremum po-
chodna funkcji rézniczkowalnej zmienia znak.

Jest to mozliwe, gdy zachodzi jedna z dwu sytuacji:
e Pochodna w ekstremum ma wartosc¢ zero, lub

e pochodna jest nieokreslona (nieciggta) w ekstremum — klasycznym
przyktadem jest funkcja y = |z|.
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Ptynie stad nastepujgcy wniosek:

W celu znalezienia ekstremow — minimow i maksimow —
funkcji, znajdujemy jej funkcje pochodng i znajdujemy punkty,
w ktorych funkcja jest ciggta, ale jej pochodna jest
nieokreslona lub nieciggta, lub tez — czesciej — szukamy

miejsc zerowych pochodnej.
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Przykiad 1

o@) = - (1a)
Jd(z) = z%-1 (1b)

¢Jd(z) = 0 & x = £1. Funkcja moze mie¢
ekstrema tylko w tych dwu punktach. Zauwazmy,
ze ¢'(z) > 0gdy |z| > 1,czyligdy z < —1 lub
r>1.Gdy -1 < z < 1, ¢'() < 0. Rozpatru-
jac zmiane znaku pochodne] — lub tez zmiane
monotonicznoéci funkcji — widzimy, ze w punk-
cie x = —1 funkcja ma maksimum, a w punkcie
x = 1 minimum.
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Ekstrema a druga pochodna

Rozwazmy funkcje y = 2. Ma ona minimum w punkcie =0, a jej druga
pochodna w tym punkcie wynosi y”/ = 2 > 0.

Z kolei funkcja z = —z2 ma maksimum w punkcie =0, a jej druga po-
chodna w tym punkcie wynosi z”/ = —2 < 0.

Podobnie w przyktadzie ze strony [5: Funkcja g(x) ma maksimum w punk-
cie x = —1, a jej druga pochodna w tym punkcie wynosi ¢”’(—1) =
4 .(—1)3 = —4 < 0. Podobnie, w punkcie z=1 funkcja g(xz) ma mi-
nimum, a jej druga pochodna wynosi ¢”(1) = 4 -13 =4 > 0.
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Niech funkcja f(x) ma ekstremum w punkcie zg. Skorzystajmy z roz-
winiecia Taylora, zaktadajgc, ze funkcja jest dostatecznie wiele razy roz-
niczkowalna w otoczeniu xzg. Poniewaz w xzg znajduje sie ekstremum,
f'(xg) = 0, a zatem rozwiniecie Taylora do najnizszego nieznikajgcego
rzedu ma postac

f@) = o) + o f @)@ 20+ e —ml <1 (2)
W otoczeniu ekstremum funkcja zachowuje sie jak parabola.
e Jezeli f'(xzg) = 0,a f"(xzg) > O, funkcja ma minimum.
e Jezeli f'(xzg) = 0,a f"(xzg) < O, funkcja ma maksimum.
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Gdy druga pochodna znika

Moze sie zdarzyC, ze w pewnym punkcie znika i pierwsza, i druga po-
chodna. Wodwczas o zachowaniu funckji w otoczeniu miejsca zerowego
pierwszej pochodnej decyduje najnizszy nieznikajgcy rzad rozwiniecia Tay-
lora.

Jezeli f/(zg) = 0, f"(xzg) = 0, ale £3)(zq) # 0O,

f@) =~ f@o) + 3 S P @ 20>+ ... -zl <1 @

i funkcja nie ma w punkcie xg ekstremum, gdyz niezaleznie od znaku
£ (zq), po jednej stronie beda wartosci mniejsze, niz f(zg), po drugiej
zas wieksze.
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Jezeli f'(x0) = O, f"(w0) =0, f) (o) = 0, ale ) (xo) # 0
f@) = o) + 3 f Do) —x0)* + ... Jr—wol <1 (4

| funkcja ma w punkcie xg ekstremum. Jest to minimum, gdy f(4)(330) >0
lub maksimum, gdy (%) (zp) < 0.

Wynik ten tatwo mozna uogéini¢ na przypadek, gdy pierwsza nieznikajgca
pochodna jest wyzszego rzedu: Jezeli f'(xg) = 0 i najnizsza pochodna
nieznikajgca w xq jest rzedu , nie ma w tym punkcie ekstre-
mum. wyzszego rzedu: Jezeli f'(xg) = 0 i najnizsza pochodna nieznika-
jaca w xg jest rzedu parzystego, w tym punkcie jest ekstremum. Charakter
ekstremum jest okresloby przez znak najnizszej nieznikajgcej pochodne,;.
Jezeli znak jest dodatni, jest minimum, jezeli znak jest ujemny, mamy mak-

simum. Prosze sobie to poréwna¢ z funkcjami y = 23, y = z%.
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Punkt przegiecia

Jak pamietamy, druga pochodna okresla wypukto$¢ wykresu funkciji: Jesli
f""(z) < 0, wykres jest skierowany wypuktoscig do gory, jesli f/(x) > 0,
wykres jest skierowany wypuktoscig w dét. Zatem w punkcie, w ktérym
druga pochodna znika

f'(z)y=0 (5)

wypuktosé wykresu zmienia sie. Punkt taki nazywamy punktem przegiecia.

Zauwazmy, ze w ekstremach funkcji jej pochodna znika. Jesli druga po-
chodna (pochodna pochodnej) funkcji jest ciggta na odcinku zawierajgcym
dwa sgsiednie ekstrema, to na mocy twierdzenia Rolle’a musi istnieC punkt
lezgcy pomiedzy ekstremami, w ktérym druga pochodna znika. Jesli druga
pochodna jest ciggta, pomiedzy sgsiednimi ekstremami musi znajdowac
sie punkt przegiecia.
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Przyktad 2

Funkcja y = 23, ktérej druga pochodna wynosi "/ = 6z, ma punkt prze-
gieciaw z = 0.

Przyktad 3

Y 513 -+ 202 — 3y (6a)
y' 1522 + 42 — 3 (6b)

y' = 30z +4 6c) - /\
Funkcja ma punkt przegiecia gdy 30x + 4 = O,
2

czyli w punkcie x = —5E-
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Asymptota funkcji

ze
im (f(z) — (mz+b)) =0, (7)

—r 00
to prostg te nazywamy asymptotg funkcji. Jesli m = 0O, asymptote nazy-
wamy pozioma, jesli m # 0, asymptote nazywamy ukosna.

Wspotczynniki asymptoty wyznaczamy z granic

m = lim / (;) (8a)
b = xli_}moo(f(a:)—mm) (8b)

jesli granice te istnieja.

Analogicznie definiujemy asymptote przy x — —oc.
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Przykiad 4

Wyznaczmy asymptoty funkgji

2
—x<+3x—1
f(z) = (9)
r—1
Obliczam
1 —z°+4+3z-1 | x 3 1
lim —-. = lim (— + —
T—00 x—1 =0\ -1 x—1 x(x—1)
= -1 (10a)
— 2 —1 D — 1
lim ( w1 (—a;)> — Jim == (10b)
a wiec prosta y = —x + 2 jest asymptotg ukodng funkcji (9) przy x — oc.

Jak fatwo sprawdzic¢, ta sama prosta jest asymptotg ukosnag tej funkcji przy
r — —OQ.
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Przy okazji, punkt z=1 nie nalezy do dziedziny funkc;ji (9), a przy tym
— g2 + 3z -1

1
lim = — = - (11a)
r—1— r—1 0O—
2
—x<+3x—1 1
lim = — = 11b

Prosta x = 1 jest asymptotg pionowg funkciji (9).
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Badanie przebiegu zmiennosci funkcji

Badanie przebiegu zmiennosci funkcji obejmuije:

Okreslenie dziedziny funkcji; jezeli funkcja ma osobliwo$¢ usuwalng

i mozna jg “uciagli¢”, tak jak S w z=0, nalezy to zrobi¢

Jezeli funkcja jest okresowa, nalezy to podac, podajac jej okres
Jezeli funkcja jest parzysta (f(—x) = f(x)) lub nieparzysta (f(—x) =
— f(x)), nalezy to stwierdzi¢

Zalezienie granic (lub granic jednostronnych) funkcji na krancach dzie-

dziny, tak jak lim = =10, lim 1= —co, Iim 1 =00

Znalezienie funkcji pochodnej

Znalezienie miejsc zerowych funkcji pochodnej i sprawdzenie, czy od-
powiadajg one ekstremom funkciji, a jesli tak, to czy sg to minima, czy
maksima; nalezy takze poda¢ wartos¢ funkcji w ekstremach

Copyright © 2021 P. F. Géra 20-15



e Podanie przedziatéw monotonicznosci funkcji

e Znalezienie punkiow przegiecia funkcji; z tego punktu mozna niekiedy
zrezygnowad, jesli jest to obliczeniowo ucigzliwe

e Znalezienie asymptot ukosnych, jezeli wystepujg

e Opcjonalnie, naszkicowanie wykresu funkciji

e Niekiedy zaleca sie takze znalezienie miejsc zerowych funkcji— mozna
od tego odstgpi¢, gdyz dodanie do funkcji statej zmienia potozenie

miejsc zerowych, nie zmieniajgc innych charakterystyk wykresu funk-
cji ©
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Przykiad 5

Znajdz ekstrema funkcji

f(x) = cos(2x) — %COS:C (12)

Jest to funkcja okresowa, o0 okresie 2, parzysta. Szukamy miejsc zero-
wych pochodnej:

1
f’(a;)z—zsin(zx)+§sinx = 0 (13a)
—4sin;ccos.r—|—%sinw = 0 (13b)
sina:(cos:z;—é) = 0 (13c)

Wynika stad, ze albo sinx = 0, czyli x = km, albo tez x = arccos 3 —|—
2km, x = —arc cos s —|— 2km, k € Z. arc cos ~ 1.4455.
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W celu ustalenia co jest minimum, co maksimum, badamy znak drugiej
pochodnej:

() = —4 cos(2zx) + %COS(Q}) (14)

Zauwazmy, ze

1 1

CcosS (iarc COS —) = — (15a)
3 3

1 1 1\\ 2

COS (j:Q arc cos §> — COS (2 arc cos §> =2 (cos (arc COS §)> —1
1\2 31

=2<—) _1=_> (15b)
3 32
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Wobec tego

1 1
f”(k'ﬂ') = 4 COS(QI{‘T(') —+ —COS(]CT(') = -4+ 5 <0 (163-)
1 31 1 1 63
" +a ccos—):—4-( ) . 2=22>0 16b
f( ree05g 32) T2 16> (166)

A zatem funkcja osigga minima w punktach +arc cos g + 2k7 | maksima
w punktach kr, k € Z.

31 1 1 33

1
in = +arc cos — — === = 17a
Jmin f( 8) 32 2 8 32 (17a)

fmax; = f((2k+1)m) = cos((4k +2)m) —  cos((2k + 1))

1 1
f(2km) = cos(4km) — 5 cos(2km) =1 — 5=5 (17¢)

fmax2
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3/2 T T T T

12

=12

-33/32

L L ; ; ; ;
=21 -1t 0 T 21
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Przykiad 6

Zbadajmy przebieg zmiennosci funkgji

_1la 9 o 1
f(a:)—4:1: Te¥ -|-8a: (18)

Dziedzing tej funkciji jest caty zbidr liczb rzeczywistych, R. Granice funkcji
W 100 Wynoszg

| 1, 9 5, 1Y\ /19 1\
MLULS (Zm T 16" +§x> = o (x (4_16332—'_8:1:3)) = too
(19)

Funkcja ta moze mie¢ ekstrema w punktach, w ktérych znika jej pochodna:

fa)=2* 2+ =0 (20)

Copyright © 2021 P. F. Géra 2021



tatwo widzimy, ze x = 1 jest pierwiastkiem tego rownania. Dzielgc wielo-
mian z3 — 3z + 1 przez z—1 otrzymujemy

1
:c3—§:1:—|—1=(a:—1)<332—|—a:—§>=0 (21)
a wiec pozostate dwa miejsca zerowe pierwszej pochodnej sg réowne
%(—2 + +/6). Potencjalne ekstrema funkcji (18) odpowiadajg miejscom

zerowym jej pochodne,.

Aby ustali¢, czy sg to minima, czy maksima, sprawdzmy drugg pochodna;:

(z) = 322 — g (22a)
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f”<_2;\@> — §(1+\@)>o (22b)
f”<_2+\@> — §(1—f6) <0 (22¢)
4 4
(1) = ? >0 (22d)

Konkludujgc, funkcja (18) ma nastepujgce ekstrema:
e minimum w punkcie 1 = z(—2 — v/6), réwne —52(8v6 + 19)
e maksimum w punkcie zo = %(—2 + v/6), réowne 5z¢(8v6 — 19)

e minimum w punkcie x3 = 1, rowne —1—36

Funkcja maleje od —oo do xq, roénie od =1 do x5, maleje od z» do x3
| roSnie od x3 do +oc.
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Mozemy wreszcie wyznaczyC punkty przegiecia: Z warunku zerowania sie
drugiej pochodnej (22a) widzimy, ze punktami przegiecia sg i%\@.

0.8 -

o2 f f

maksimum

-0.2 | minimum lokalne

minimum globalne |

-06 i | \ \ \
X1 0 X, X3

Wykres funkcji 2% — 222 + 1z
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Minima lokalne, minima globalne

Minimum, jakie funkcja (18) osigga w punkcie x3, nazywam minimum lokal-
nym: jest to minimum, ale funkcja gdzie$ poza otoczeniem tego minimum
przybiera wartosci mniejsze, niz warto$¢ w tym minimum. Dana funkcja
moze mie¢ wiele minimow lokalnych.

Minimum, jakie funkcja (18) osigga w punkcie x1, nazywam minimum glo-
balnym: jest to minimum i funkcja nigdzie nie osigga wartosci mniejszych,
niz wartos¢ w tym minimum. Uwaga: Minimum globalne nie musi istniec
(na przyktad gdy funkcja ucieka do —oo gdzie$ poza obszarem zawierajg-
cym minima lokalne)!

Analogicznie wprowadza sie pojecia maksimum lokalnego I maksimum

globalnego.
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Przykiad 7

Zbadaj przebieg zmiennosci funkgiji

342
w(x) = 7 ¥ (23)
2x
Dziedzing funkcji jest R/{0}. Granice wynoszg
xﬂ)ggoo w(x) = oo (24a)
im w(x) = —o (24b)
x—0~
im w(z) = 4o (24c)
rt—0T

Prosta z = O jest asymptotg pionowg badanej funkcii.
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1 3332-33—(a:3—|—2)-1_333—1

1O —
Pochodna jest nieokreslona w =0, pozatym w/(z) < Odlaz < 1,z % 0
i w'(z) > 0dlax > 1. w'(1) = 0 jest to jedyne miejsce zerowe
pochodne,;.
w'(z) =1+ % (26)
xr

Druga pochodna jest nieokre$lona w =0, a jej miejscem zerowym jest
r=—32. w'(1l)=3>0.

Funkcja maleje od —oo do 0~ i od 0" do 1, rosnie od 1 do 4+o0. Funk-
cja osiaga minimum dla z=1, a warto$¢ minimum wynosi gmin = 3. Jest
to minimum lokalne, a funkcja nie posiada minimum globalnego. Nie ma
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asymptot poziomych ani ukosnych. Jedyny punkt przegiecia lezy w punk-

cier = — /2.

Wykres funkcji w(z) = x327;2 = %:1:2 + % Dla x — +oo wykres
asymptotycznie zbliza sie do paraboli y = Sz

40

20

0.0

_2.0 -

-40 |

!
-4.0

!
-2.0

0.0

! !
20 40
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Przykiad 8

Zbadajmy przebieg zmiennosci funkgji

f@) =" (27)

Funkcja ta jest nieokreslona w punktach, w ktérych nie jest okreslony tg z,
czylidla x=5 + kn, k € Z. Natomiast

(28)

. tgx , Sinx _ 1 Sinx

lim — = |im =I|m< : >:1
z—0 x x—0 x COSx z—0 \COS x

wobec czego funkcje (27) mozna “uciagli¢”, przyjmujac f(0) = 1. Osta-

tecznie dziedzing funkciji jest zbiér | (—g + kw, 5 + lm). Funkcja jest
kEZ
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parzysta. Granice w oo nie istniejg. Natomiast dla & > O,

im 9% — 4o (29a)
r—(5+km)” &
im 9% = (29b)

r—(Z+km)T T

Z parzystosci funkcji (27) wynika, ze jej wykres po stronie ujemnych argu-
mentow jest lustrzanym odbiciem wykresu po stronie dodatniej, a wiec dla
k>0

im 9% = 4o (29¢)
a:—>(%—k7r)+ x
im 9% = (29d)

r—(5—kr) T

Proste x = 5 + km sg asymptotami pionowymi.
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Obliczmy pochodng funkcji (27).

(%)

( sinx )’_ (cosxz) -xcosz —sinz - (COSx — zSinx)
T COS T 12 COS2 x

x —SinNTCoSx
— 30
12 CoS2 x (30)
Dla =0 otrzymujemy symbol nieoznaczony, musimy wiec obliczy¢ gra-

nice

. x —SIinNxzCoSx _ 1 . x —SinxzCoSx
lim = lim —— | [ Iim

t—0 x2CoS?zx t—0 COS2 x ' \z—0 12
=1
. 1—cos?z+sin?zx _ sin?g
= |lim = |lim
x—0 2x x—0 x

= (Iim sin gc) : (Iim Sinx) =0 (31)

xz—0 r—0 2x
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“Uciaglajac” pochodng w zerze, mozemy stwierdzi¢, ze f/(0) = 0.

O znaku pochodnej (30) decyduje znak licznika. Jest on ujemny dla x < O
i dodatnidla x > 0. Widzimy, ze funkcja (27) jest przedziatami malejgca dla
x < 0 i przedziatami rosngca dla z > 0. W =0 funkcja osigga minimum,
ktorego wartoS¢ wynosi 1. Nie szukamy punktow przegiecia z uwagi na

skomplikowang postac drugiej pochodnej.
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-t
Wykres funkcji =<
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