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W tym wyktadzie bedziemy oblicza¢ pochodne funkcji. Czes¢ przyktaddw
dotyczy¢ bedzie obliczania granic, w ktérych pojawiajg sie symbole nie-
oznaczone, czesto rozwigzywane za pomocg reguty de I'Hospitala, a wiec
Z uzyciem pochodnych.

Przykiad 1
e —e T 0 (ex — €_x>/ et 4+ et
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Przykiad 2

1 2
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lim = — = |im L = lim =0 (2)
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) ze—1 o2 T B
Przykiad 3
5 _3 2 o0 2x o0
lim z<e " =0-0c0= lim — = — = |im —
T—00 T— 00 63:13 00 T—00 36333 50
_ 2
= xl|_>moo 53T — 0 (3)

gdzie dwukrotnie zastosowaliSmy regute de I'Hospitala.
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Przyktad 4

W nawigzaniu do poprzedniego przyktadu, widzimy, ze dla dowolnego n €
N idowolnego a > 0, w wyniku n-krotnego zastosowania reguty de I'Hospitala

x" n!
lim z"e” %" = |lim — = |lim =0 (4)
T—r 0O r— o0 eCLCC T—r 0O an eaa:
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Przykiad 5
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Przykiad 6

. T , 7w\ Sinx
lim (x——)tngO-oozllm (a:——) = ... (6a)
T—5 2 r—5 2/ COSx

Podstawmy x — 7 /2 = t. Wowczas x =t + « /2, sin(t + n/2) = cost,
cos(t + n/2) = —sint.

tcost . . t
, —(Ilm cost) - (Ilm —)
t—0 —sint t—0 t—0sint

—1 (6b)
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Przykiad 7

, 1 1 . Sihx —«x O _ cosxz — 1
lim [ — — — — o0 —00 = |lim _ = — = |im —
x—0\x Sihx x—0 xSinx 0 x—0SinNx + xCoSx
0 , —Sinx
= — = lim =0 (7)

0 x—0 COSx + COSx — xzSinx
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Przykiad 8

lim 2% =0° = lim exp(Inz®) = lim exp (zInz) (8a)
r—0Tt r—0T1 r—0Tt
Obliczmy
. . Inz o0 . = .
lim zlnz =000= liMm —— =—= Ilim %5 = lim (-z) =0
r—07T r—0t p .9 r—0T ) r—0T
(8b)
Wobec tego
im ¥ = lim exp(zlnz) =1 (8c)
r—0Tt r—0T
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Przyktad 9

: 1 0 : 1 : Inx
lim xo = o0 = |lim exp(lnzz ) = lim exp|(— (9a)
T—r00 T—r00 T—00 T
1
In = 1
im — =2 — |im Z= |im = =0 (9b)
Wobec tego
1 N
lim zz = lim exp (—w) =V =1 (9¢)
T—>00 T—r00 T
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Przyktad 10

1 Sinx Sinx 1
lim (—) = o0? = lim exp [In (—) = lim exp (sinxln—)
z—0tT \T x—0t T z—0t T

= Ilim exp(—sinxzinz) = lim exp (_sm:c - (zIn x)> =1, (10)
r—01 r—0t X
gdyz lim (sinx)/xz = 1, a jak pokazaliS§my w (8b), Iim zInz = 0.
x—0 r—0Tt
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Przykiad 11

1
T

, tgx , tgx % , 1 Sinx
lim (—) = |lim exp | In (—) = |lim exp <—In )
x—0 X x—0 X x—0 X x COSx

(11a)

Zauwazmy, ze

im >N® =(Iim 1 )-(Iim Silr””):1 (11b)

z—0 x COSx z—0 COS x z—0 x

In 1 = 0, wiec pod eksponentg mamy symbol nieoznaczony typu %.
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Obliczmy

( sinx )’ __ cosz(xcosz) —sinz(cosz — xsinx)

2 COS I 12 Ccos2 x

2y —_sinxcosx x —sSinzcosx

2 COS2 g  z2cos2y

(In sin >’_ a:COSx( sin )’
xr COSx Sink \x COSx
rCOSx x — SinNxCOoSx T — SinNx COSx

_ xcos?z + zsin

sin z 12 Ccos2 x T Sinx CoS x
Mamy zatem
. / .
: In M) T—Sinz COSz
lim llnm: lim ( T COSw — |Iim xSINx COSx
x—=0x xCOSx x—0 x/ z—0 1

(11c)

(11d)

(11e)
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i znowu otrzymujemy symbol nieoznaczony 3.

i Tosinzcosz (z —sinxz cosz)’
r—0 1 Sinx COoSx z—0 (xsinxzcosz)
, 1 —cos?z 4+ sin?x
= lim — 5 —>
z—0Sinx CcosSx + x CoOS<x — xSin“x
_ 2sin? x
= |lim — —5
r—0sinzcosz + xcosl?x — xsinx
_ 4sinx COSx
= |lim — _ =0
z—0 2(cos? z — sin“x — 2z Sin £ CoS x)
| ostatecznie
1 .
_ tgz\ =z , 1 Sinzx 0
Iim [— ) = Ilimexp|(—In—) =e” =
x—0 x xz—0 X x COSx

1

(11f)

(119)
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Przyktad 12

1
t 22 . 1 '
lim (_gx) ° = lim exp (—In >IN > (12a)

z—0 X x—0 x2 xr COSx

gdzie postgpilismy podobnie, jak w poprzednim przyktadzie.
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Nadal korzystajgc z poprzedniego przyktadu obliczamy

. / .
: In m) z—Sinz CoSz
lim 1 In >IN = |im ( rCosx/) __ lim -ZSInxCosx
z—0x2 xcosx z—0 (a:Q)/ x—0 2
1 x—sinxcosz O
= — |im 5 —_
2z2—0 x4Sinxz CoOSx 0

2.

1 2sin
— lim 5 5
220 —22sin a:—l—:c COS4 x + 2xSinx COS x

sin x sin
= lim . 5 .
z—0\ = x(cos?z —sin‘zx)+ 2sinzcosz

Sinx
= |lim —> :
z—0 x(Ccos?x — sin“x) + 2sinxz cosx
| 1 1
— |lim 5 = — (12b)
-0 2 (cos?z —sin?z) +2cosx 3
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Ostatecznie

1
, tgx\ 2 , 1 Sinx
lim <g—)”’ = |im exp( In )
r—0 \ z—0 2 1 Cosx

sin
= lim exp — - :
2—0 r(cos?x — sin“x) + 2sinx cosx
1
= e3 = e (12c)
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Przykiad 13

Nadal korzystamy z obliczeh wykonanych w poprzednich przyktadach.

1 .
lim (’Eg_a:>m3 = lim exp (iln SN ) (13a)

z—0 T z—0 333 x COSx
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Postepujemy jak poprzednio i obliczamy

. / .
i In 2N ) r—Sinx Cosx
lim L N >IN — |lim ( rCosx) __ lim tSinxcosx
z—0x3 rCcosr 2—0 (x3)’ 20 32
1 i (x — sinxz cosz)’
32—0 (z3sinxcosx)
2 sin?

= — |im —> _
3 20 22(z(cos2 x — sin“x) + 3sinx cosz)

2 m Sinx Sinx
3220\ z  z(xz(cos2z —sin?z) 4 3sinz cosx)

(13b)
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Przeksztatcajgc to wyrazenie otrzymujemy

( )

2 . Sinx 1
- = —|lim :
3 x—0 :cl N . ,
_> .
T | — COS“x —Sin“xz) +3Coszx,
\ ey -1 /
—1
, 1
= lim — (13c)
x—0 Ox

Niestety, ta ostatnia granica nie istnieje. W konsekwenciji, nie istnieje tez
granica (13a).
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Istniejg jednak granice jednostronne:

1
im — = —o0 (13d)
z—0— b6x
1
im — = o (13e)
r—0t+ Ox
a zatem
1
t 23 . 1
lim <—g$) 3: lim exp (—) = 0 (13f)
x—0— T x—0— 6x
tg 2\ o3 1
lim (—)x = |lim exp(— ) = o0 (139)
r—0t x r—0t X
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Przykiad 14

: In(1

im (14 )z =1 = lim exp (In(l —I—a;)%) = lim exp < n( +x>>
(14a)
1
In(1 1

im M) i T gy =1 (14b)

x—0 €T z—0 1 x—01 4+ x
Ostatecznie

1
xz—0

14c) to wazna granica, pojawiajgca sie w wielu obliczeniach.
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Przyktad 15

—6 —6
Ilm(a:—3)4 r o= Ilm(l—l—ac—4)w 4 = I|m ((1-|—g;_4)x 4)

r—4
- im0 0d) "= (g ) S=ee s

gdzie podstawilismy z — 4 = u i skorzystaliSmy z (14c).

Copyright © 2021 P. F. Géra 19-22



Pewne zastosowanie wzoru Taylora

Rozwiniecie Taylora pozwala nam bada¢ zachowanie funkcji f(x + ¢)
dla |e] < 1. Czesto zachodzi jednak konieczno$C badania zachowania
1/f(x + ¢). Korzystajgc z rozwiniecia Taylora do drugiego rzedu mamy
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1 1 d 1 1 42 1 2
fate = F@ def@teal_y” 2 a2 it o).0
(16a)
d 1 f'(x+ ¢)
pr— e b
Efa+e) (fato) (165)
d fllzte) _ et (fle+e)*—2(f(z+e))°flz+e)
de (f(z +¢))? o Ut
_ 2(f(e+e)2— "+ e)fz+e)
= (@ + )3 (160

1 1 @ 1 2(@)? - @)@
f@te) — fl@) (@) 2 (f(2))3

(16d)
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Przyklad 16

Przyktad 17

(17)

(18)
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Przykiad 18

Pewna prosta p nachylona jest pod kagtem —a do osi OX ptaskiego uktadu
wspotrzednych kartezjanskich. Z poczatku uktadu wspébtrzednych wyrusza
punkt materialny, poruszajacy sie ze statg predkoscig v wzdtuz osi OX.
Ptaszczyzna oS$wietlona jest lampg zamocowang w punkcie o wspotrzed-
nych (0, h). Znalez¢ predkos¢ i przyspieszenie cienia punktu materialnego
na prostej p.
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W chwili ¢ poruszajgcy sie punkt ma wspdtrzedne (vt,0). Prosta OP ma
rownanie

y=—(tga)z, (19a)

gdyz przechodzi przez poczatek uktadu wspotrzednych, a jej wspodtczynnik
kierunkowy wynosi tg (—«). Natomiast prosta QP ma réwnanie

y=—"otn, (19b)

vt
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gdyz przechodzi przez punkty (0, h), (vt,0). Punkt przeciecia tych pro-
stych wyznaczamy z warunku

— (tga)x = —ﬁx + h, (19¢)

vt
a poniewaz x = [ COs «, ostatecznie

1 hvt
| = S (19d)
CoOsSa h —vttg o

Zauwazmy, ze odlegtosc¢ [ (19d) staje sie w pewnym momencie nieskon-
czona! Dlaczego? Prosta QP poczgtkowo (w chwili ¢ = 0) tworzy kat —=
z 0sig OY . Kat ten z czasem ro$nie, az do w koncu proste QP, OP stang
sie rownolegte. Stanie sig¢ to wtedy, gdy wspoétczynniki kierunkowe tych
prostych zréwnajq sie, czyli w chwili tmax, ktdérg mozna wyliczy¢ z rowna-
nia
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h

vtmax
Odpowiada ona osobliwosci (19d).

= —tga. (19e)

Rozniczkujgc wyrazenie (19d) po czasie, znajdujemy poszukiwane wyra-
zenia na predkosc i przyspieszenie “cienia”’ poruszajgcego sie punktu:

d h d ( t ) B
dt ~ cosa dt \v—outtga/)
_ hv  h—vttga —t(—vtga) h2v (19f
~ cosa (h — vitg )2 cosa(h — vttg a)?2’
d?l 2h2"02tg o
°o = 5 - (199)
dt cos a(h — vttg o)
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