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Pochodna funkcji w punkcie

Pochodng funkcji f(x) w punkcie zg nazywam granice ilorazu rdznico-

wego

f(zo 4+ h) — f(x0)
h

(1)

f(zo) = Jim

jesli granica ta istnieje. Podobnie jak w wypadku granic jednostronnych
lub pojecia jednostronnej ciggtosci, mozna tez definiowac¢ pochodne lewo-

| prawostronne; granica w (1) jest brana wowczas, odpowiednio, jako Iim
h—0—

lub lim .
h—Qt
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Geometryczny sens pochodnej

Rozpatrzmy sieczng wykresu funkcji przechodzgcg przez punkty (zg, f(xg)),
(xo+h, f(xo+h)). Sieczna ma ogdblne réwnanie

y=ax-+b (2a)
a poniewaz musi przechodzi¢ przez wskazane punkty, musi spetniaé
f(zo) = azo+b (2b)
f(zo+h) = a(zo+h)+b (2¢)
skad tatwo wyliczamy
_ fQ@oth) — f(zo) , _ f(zo)(@o+h) — fzo+h)zo
a = , b= (2d)

h h

Gdy h — 0, sieczna zmierza do stycznej do wykresu funkcji w punkcie x,
skad wnosimy, ze pochodna funkcji w punkcie jest rowna wspotczynnikowi
kierunkowemu stycznej do wykresu funkcji w tym punkcie.
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Al
funkcja
styczna
sieczna

Funkcja, styczna do wykresu funkcji w pewnym punkcie i kilka siecznych

przechodzacych przez ten punkt
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Pochodna a zachowanie funkcji

Pochodna w punkcie xg opisuje lokalne zachowanie funkcji w otoczeniu
tego punktu w przyblizeniu liniowym:

f(zo+h) ~ f(zo) + h- fl(z0), |hl <1 (3)

Jezeli f'(zg) > 0, funkcja jest rosngca w otoczeniu punktu z.
Jezeli , funkcja jest w otoczeniu punktu x.
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Ciagtos¢ a rézniczkowalnos¢

Twierdzenie: Jezeli funkcja jest r6zniczkowalna w punkcie xg, to jest
w tym punkcie ciggta.

Dowdd. Zacznijmy od tozsamosci:

ICo-+1) = 1(r0) _ fCro-+ 1) = I(ro) aa

flao +h) = f(ag) + - LT = Jz0) (4b)

Iim f(zo+h) = Jim (f(xo> p Mzt =] (5’30)> (40
im f(xo +h) = f(zo) + lim (h Moot h) =] (x°)> (4d)
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Poniewaz ostatnia granica jest granicg z iloczynu funkcji, ktorych obie gra-
nice istniejg, mamy

}Iliinof(a:o + h) = f(zo) + (Iim h) : (Iim flzo+h) = f(‘m)) (4e)

h—0 h—0 h ’
0 f'(zo)
lim f(xz0 4+ h) = f(z0) (4f)
h—0
To ostatnie stwierdzenie oznacza, ze
Jim f(z) = f(z0) (49)

[]

Réwnosc¢ (4e) zachodzi, gdyz f/(xq) istnieje i jest skonczona. Funkcja roz-
niczowalna jest ciggta. Innymi stowy, ciggtos¢ jest warunkiem koniecznym
rozniczkowalnosci. Funkcje nieciggte sg nierdzniczkowalne w punktach
nieciggtosci.
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Funkcja pochodna

Dana jest pewna funkcja f(x). Funkcje, ktdra argumentowi = przypisuje
warto$¢ pochodnej funkcji f () w punkcie x, nazywam funkcja pochodna
(lub w skrécie, pochodna) funkciji f(z) i oznaczam f/(x).

Pochodna funkcji w punkcie to liczba. Funkcja pochodna to funkcja, ktora
argumentowi przypisuje wartos¢ pochodnej pewnej funkcji w tym punkcie.

. . d L
Funkcje pochodng funkcji f(x) czesto oznacza sie takze jako d_f Wartosc
xXr
. . . , , df
pochodnej w punkcie xg mozna wowczas oznaczyC przez — :
33 aj:ajo
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Pochodne funkcji elementarnych

(const) =0 (5)
(z") =na" "t (6)
(sinz) = cosz (7)

(cosz) = —sinz (8)
(ne) =~ ©)
(e?) = € (10)
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Pochodna sumy:

(u+v) =u + (11)
Pochodna iloczynu (reguta Newtona):
(w-v) =u - v+u-d (12)
Pochodna ilorazu:
() = &

Pochodna funkcji ziozonej:

(f(g(x))) = f'(g(x)) - g' () (14a)
gdzie pochodng f’ oblicza sie rézniczkujac po jej formalnym argumencie,
jak w przyktadzie:

(sin(a2) = 20 A orcos(a?) (1
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Wazne przyktady

Niech a > O.

(azc)/ — ((elna)x)/ — (exlna>/ = (Ina) Zlna — @ |0, (15)

(109, z) = (”‘—f’“’) — 1 (16)

INn a zlna
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Inne przyktady

(17)

(18)

2 2/x
(coswz) = (wz)' (—sinwz) = —wsinwx (19)
(zsinz) = (z) sinx + z(sinz) = sinx 4+ x cosx (20)
(tg ) (sina:)’ (sinz)’ cosx — sinz(cosx)’
) — =
CoS cos? r
2 . D
COS — (—sIn 1
_ cosTr | v) _ (21)
cos? r cos?
cosz\’ —sin?x — cos?zx 1
ctgx I — ( ) — — 29
(ctgz) sin z sin2 g sin? x (22)
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Pochodna funkcji odwrotnej

Funkcja jest odwracalna jesli jest ScisSle monotoniczna, czyli $cisle rosngca
lub Scisle malejgca, wtedy bowiem stanowi relacje wzajemnie jednoznaczna:
jednemu argumentowi jest przyporzgadkowany tylko jeden wynik, a jeden
wynik jest przyporzadkowany tylko jednemu argumentowi.

Twierdzenie: Niech funkcja f~1(y) bedzie funkcjg odwrotng wobec funk-
cji f(x), rozniczkowalnej w punkcie zg. Woéwczas funkcja f~1 jest réz-
niczkowalna w punkcie yg = f(xq), a jej pochodna wynosi

a1
dy |,,  f'(zo0)

(23)
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Dowod. Dowod opiera sie na obserwaciji, ze skoro f jest rozniczkowalna,
to jest ciggta, wobec czego funkcja odwrotna takze jest ciggta, a zatem

W) - Y wo)

| — =
vy — yo vw0 f(z) — f(zo0)  f'(x0)

— 1
T — xQ (24)

[]

Copyright © 2020 P. F. Géra 18-14



Przykiady

Obliczmy pochodne funkcji cyklometrycznych.

Funkcja y = arcsin x jest w przedziale (—1, 1) odwrotna wzgledem funk-
Cjix =sinydlay € (—n/2,7/2). Wobec tego

1 1 1 1

(arcsinz) = — = = = (25)
(siny)’ cosy \/1—sin2y 1 — 22
gdzyz we wskazanym przedziale cosy > 0. Podobnie

1

(arccosz) = — (26)
1 — 22

arctgz) = 27
(arctgz)’ = o g (27)

1
(arcctgz) = — (28)

14 22
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Pochodna logarytmiczna

Zatozmy, ze funkcja f(x) jest r6zniczkowalna i nieujemna. lle wynosi po-
chodna logarytmu tej funkcji? Skorzystamy z zasad rézniczkowania funkcji
ztozone.

/_i (1
(In f(2)) = -~ f' () (29)
Stad
fi(x) = f(x) - (In f(x)) (30)

Wzor (30) nazywa sie niekiedy “wzorem na pochodng logarytmiczng”. Jest
on bardzo wygodny przy obliczaniu pochodnych niektérych funkciji.
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Przyktad

Niech = > 0. Obliczmy

(%) = 2®(nz®) = 2% (zInz)’
= .91336(II’].:E—I—@@-&):(l—l—lngrz)ar:ﬂ'j (31)
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Twierdzenia o wartosci sredniej

Twierdzenie Lagrange’a: Jezeli funkcja jest ciggta w przedziale domknie-
tym [a, b] i r6zniczkowalna wewnatrz tego przedziatu, to istnieje wewnatrz
tego przedziatu punkt £ taki, ze

f(b) — f(a)

= () (32

Szczegolnym przypadkiem twierdzenia Lagrange’a jest

Twierdzenie Rolle’a: Jezeli funkcja jest ciggta w przedziale domknietym
[a, b] i rOzniczkowalna wewnatrz tego przedziatu, a przy tym f(a) = f(b),
to istnieje wewnatrz tego przedziatu punkt £ taki, ze f/(¢) = 0.
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Pochodne wyzszych rzedéw

Funkcja pochodna do danej funkcji sama jest funkcjg, mozna wiec wyzna-
czac jej pochodng (pochodng pochodnej) w punkcie, a takze jej funkcje
pochodng. Nazywa sie jg druga pochodng wyjsciowej funkcji:

2
@) = (@) =2 () =% (33)

dx dx?
Funkcje pochodng drugiej pochodne] nazywa sie trzecig pochodng wyj-
sciowej funkcii.
d3f

3 (34)

P = () =
| tak dalej ©.

Mowimy, ze funkcja jest klasy C';, w otoczeniu pewnego punktu xq, jezeli
jest co najmniej k-krotnie roniczkowalna i jej pochodne az do rzedu k sg

ciggte.
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Szereg Taylora

Twierdzenie: Niech funkcja f(x) bedzie rézniczkowalna nieskonczenie
wiele razy (Cx) w otoczeniu pewnego punktu xq. Wowczas

@

fleo+h) =Y = (zp)h™ (35)
n=0 n.
gdzie f(")(z0) oznacza warto$¢ n-tej pochodnej funkeji f(z) w punkcie
x(; “zerowg pochodng” interpretujemy jako wartos¢ funkcji w tym punkcie.
Szereg (35) nazywa sie szeregiem Taylora.

Jezeli rozwiniecia Taylora dokonamy wokot punkiu zg = 0, mozemy napi-
sac

f@) =3 —f™(0)an (36)

A n:
n=0
Szereg (36) nazywamy szeregiem Maclaurina.
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Przykiady

1. Poniewaz (e*)’ = e%, (¢%)” = %, i ogblnie (e¥)(™) = e* oraz 0 = 1,
jako szereg Maclaurina funkcji e* otrzymujemy

o n
et =3 = (37)
n=0 "
2. (cosz) = —sinz, (cosz)” = — cosz itd, w ogélnosci otrzymujemy
(cosz)(?®) = (—1)"cosz (38a)
(cos a:)(2”+1) = (=1)"Tlsing (38b)
oraz sin0 = 0, cos0 = 1, otrzymujemy
- (_1)n 2n
COSx = 39
B go (2n) (39)
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3. Podobnie, (sinz)’ = cosz, (sinz)” = —sinx itd, w ogdélnosci otrzy-
mujemy

(sinac)(Q”) = (—=1)"sinx (40a)
(sinas)(Q”"'l) = (—-1)"cosx (40b)

wiec po uwzglednieniu faktu, ze sin0 = 0, cos0 = 1, otrzymujemy

sin ¢ — Z (Q(n__]l-_)l)!xQn-l-l (41)

n=0
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Wzor de Moivre’a

ir Z (i)

—y n!
B 00 (Zx)Qn (Z$)2n+1
B nZO @ny)t T Z 5 (2n+ 1)!
, 2 . p2n+1
- nzo<— a2 z D" o
= COSzx +iSinx (42)
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Przyblizenie wielomianem k-tego stopnia

Jezeli szereg (35) obetniemy na k-tym wyrazie, otrzymamy wyrazenie przy-
blizone (r = xqg + h)

1 1
f(z) =~ f(ivo)-l-f/(fﬂo)(w—wo)+§f”(fvo)(w—wo)z-l-- - --I-gf(k)(ﬂco)(%‘—if?o)lC
| (43)
co jest lokalnym przyblizeniem zachowania funkcji przez wielomian stopnia
k.
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Przykiad

Dokonajmy rozwiniecia funkci cosxz wokot punktu zg = w/4 w szereg
Taylora do trzeciego rzedu. (cosz)’ = —sinz, (cosz)” = —cosz,
(cosz)(3) = sinz, cosn/4 = sinn/4 = 1/+/2. Zatem

1 xr —

V2 V2 22 612

INR
N
S
|
INE
N—
N
N\
S
|
INE
N——
w
=
=

COSx =~
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Przyblizenie drugiego rzedu

Jezeli we wzorze (43) ograniczymy sie do rzedu k = 2, otrzymamy

1
fx) =~ f(zo) + f'(z0)(x — x0) + Ef"(wo)(w —z0)%, |z — x| < 1
(45)
Jest to /okalne paraboliczne przyblizenie funkciji.

Jezeli f"(xg) > 0, ramiona paraboli skierowane sg do goéry i obszar pod
wykresem funkcji jest wklesty.

Jezeli , ramiona paraboli skierowane sg do dotu i obszar pod
wykresem funkcji jest

Jak widzimy, znak drugiej pochodnej okreéla lokalng krzywizne funkcji.
Punkt, w ktorym druga pochodna zmienia znak, nazywamy punktem prze-
giecia.
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