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Granica funkciji

Pojecie granicy funkgiji jest centralne dla catej analizy matematyczne,.
Méwimy, ze funcja f(x) ma granice w punkcie xg i wynosi ona
g, jezel

Ve >03d6 >0Vze: (Jx —xzg| <d=|f(x) —gl<e) (1)
Piszemy wowczas

im f(z) =g (2)

T—X)
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Kolejnos¢ kwantyfikatoréw jest wazna! To jest “dobieranie delty do epi-
slona” ©, nie na odwrot. Gdy czytamy “dla kazdego 7, odruchowo myslimy
o duzych warto$ciach. Tymczasem w pojeciu granicy chodzi o dowolnie
mate, ale nieujemne wartosci .
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Granice niewtasciwe i w punktach niewtasciwych

Méwimy, ze granica funkcji f(x) w punkcie zg jest + oo, CCli_mo f(x) = oo,
jezeli

VA>030 >0Ve: (Jx — x| <6 = f(x) > A) (3)

Méwimy, ze granicg funkcji f(x) w nieskonczonosci jest liczba g,

:1;”—>moo f(x) = g, jezeli

Ve >0dd >0Vx: (z>6=|f(zx) —g| <e) (4)
W tym wypadku 6 ma by¢ duze ©.

Podobnie definiujemy granice w minus nieskonczonoéci, granice nieskon-
czone w nieskonczonosci itd.
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Przykiady

lim = = (52a)
z—1 x4+ 3 143 2
2 1 1
1 el —
im 2t im x—l_gzoo_l_go:oo (5b)
T—r 00 33_|_3 :r:—>oo]__|_5 1_|_§
2 1 o4 -1
im = = lim x_l_g: 3 = —0 (5¢)
T—>—00 I :13—>—oo]__|_E 1+Too
1 1
li — = — =
Iz =5 = 5
. 1 1
xl;mw?—g—o (5e)
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Granice jednostronne

Niech xg bedzie jakas liczbg i niech f(x) bedzie okreslona w pewnym pra-
wostronnym otoczeniu tego punktu. Méwimy, ze funkcja posiada granice
prawostronng w tym punkcie, rowng g, jezeli

Ve >030 >0Vx: (zg<x<zg+9=|f(x)—g| <e) (6)

Zapisujemy ten fakt jako

im_f(z) =g (7)
CB—)CUO
Zapis x — asg' rozumiemy jako “x dazy do z, ale jest stale wieksze od

EH]

xQ -

Podobnie definiuje si¢ granice lewostronng (notacja: x — x) oraz niewta-
sciwe granice jednostronne.
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W ogdlnosci granica funkcji w punkcie/w nieskonczonosci nie musi ist-
nie¢. Warunkiem koniecznym (i wystarczajgcym) istnienia granicy w punk-
cie skonczonym jest to, aby obie granice jednostronne istniaty i byty sobie
rowna.

Przykiad
1 1 1 1
im ~ =~ = 0o, Iim ~=— =oo. (8)
r—0— - r—0t+ T 0+
Granica lim % nie istnieje.
r—0 %L
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Przykiad

Rozpatrzmy funkcje schodkowg Heaviside’a:

O =<0
0 — 9
() {1 x>0 ©)
Zachodzi
lim 6(z) =0, Iim 6(z)=1, (10)
r—0— x—0

natomiast lim 6(x) nie istnigje.
xz—0

Uwaga: Funkcja schodkowa (9) nie jest okreslona dla x = 0. Niekiedy
przyjmuje sie #(0) = 1/2, nie zmienia to jednak podanych wyzej wtasnos-
ci granic.
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Wiasnosci granic

Zatézmy, ze xl'—>r20 f(x), x|l_>ﬂa1jo g(x) istniejg. Wbwczas istniejg granice

im (£(2) +9()) = (Jim /@) + (Jim_9(=)) (11a)

T—I T—X T—I

| podobnie dla granic

Jim (f(x) - g(2)) (11b)
im ()

| podobnie dla granic jednostronnych i granic w +o0o. Nalezy jednak uwa-

zac na mozliwosc pojawienie sie symboli nieoznaczonych!

(11c)
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Przykiad

Granica
lim (\/:c F1-— \/5) (12a)
jest symbolem nieoznaczonym typu co — co. Mozemy jednak to wyrazenie
przeksztatcic:
. — L — v+ 14z
_ i (VEFT-VE) (VT4 VE)
R Vit itz

. 1 .
— xl|_>moo x+1+\/5—0 (12b)
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Jm%0m9+1—vg>

x\m?+r+wj

Vel + 14z

im ozt
SaNEr
B 1
lim —— 1+ = o (13)
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Twierdzenie o trzech funkcjach Jezeli w pewnym otoczeniu punkiu x,

zachodzi
f(z) < g(z) < h(z) (14a)
| granice
Jm f(z) = lim h(z) = (14b)
istniejg i sg sobie rowne, to granica
:1:”—>n£0 g(z) =G (14c¢)
Podobnie dla granic jednostronnych i granic w 4-cc.
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Twierdzenie: Jezeli funkcja f(x) jest rosngca i ograniczona od géry przy
xr — oo, to istnieje granica

im f(z) (15)

T—> 0O
| granica ta jest wieksza od wszystkich wartosci, jakie przybiera funkcja dla
x > A > 0. Podobnie dla funkcji malejacej i ograniczonej od dotu.

Przykiad

Rozpatrzmy funkcje

1
@ =i

Funkcja r(x) jest Scisle rosngca dla x > 0O i ograniczona od géry; ograniczeniem jest
liczba 1, a funkcja dla Zadnej skonczonej wartosci argumentu nie osigga tej wartosci.
Whnioskiem z powyzszego twierdzenia jest, ze granica lim r(x) istnieje; nietrudno wyka-

T—00

(16)

zac, ze lim r(z) = 1.

T—r00

Copyright © 2020 P. F. Géra 17-13



Reguta de I’'Hospitala

Jezeli xhrgo f(x) = Ooraz I|m g(a:) = Olubtez I|m f(x) = oo oraz

xll_@Og(ac) = +oo, to

@ @)

17
T—TQ g(x> x—)xo g (:U) ( )

gdzie f’, g’ oznaczajg pochodne tych funkcji, pod warunkiem ze granica po
prawej stronie (17) istnieje. Podobnie — dla granic jednostronnych i granic
W $=00.

Reguta de I’Hospitala pozwala rozwigzac problemy przy wyrazeniach nie-
oznaczonych typu g, 22, co — oo, 09, 1.
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Sinx
€T

Granica

Rozpatrzmy granice
Sinx

lim
r—0 x

Gdybysmy chcieli skorzystaé z “ilorazu granic”, napotkamy symbol nie-
oznaczony 8. Musimy do tego podej$¢ w inny sposdb. Poniewaz funkcja
jest parzysta, wystarczy przeanalizowaé przypadek x > 0. Rozpatrzmy
rysunek (nastepna strona)

(18)

Pole tréjkata AOP A jest mniejsze od pola wycinka kotowego OP A, ktore
jest mniejsze od pola tréjkata AOT A. Wysoko$¢ AOPA wynosi rsinx
a jego podstawa r, wysokos¢ AOT A wynosi rtgx, podstawa takze r,
zatem
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U
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1 1 1
0 < 57“2 Sinx < 57“23: < 57“2 tgx (19a)
O<sinz<z<tgx (19Db)
1
1< < (190)
sinc ~ cosx
sin
1> I w>cos:1; (19d)
xr
Sin
-1 < — I x<—COSx (19e)
xXr
Sin
0<1-— x<1—cos:c (19f)
xr
Poniewaz 1 — cosz = 2sin?(z/2) < 2sin(z/2) < 2-z/2 =z
Sin
O0<1-— ’ <x (199)
X

Granica funkgcji statej O wynosi 0, granica funkgji = przy  — 01 wynosi 0,
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Si

NZ tez musi by¢ 0, skad wynika (18).

wiec granica wyrazenia 1 — =

05 [

-05 |

Funkcja >
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Inne wazne granice

lim zlnxz =20 (20)
r—0t
xli_>moo e *Pi(x) =0 (21)
lim e*Py(x) =0 (22)
T—r— 00
gdzie Py (x), P>(x) sg dowolnymi wielomianami.
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Granica

nie istnieje.

lim sin

05

-05

|
o L
3

(23)
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Ciagtosc¢ funkciji

Ciagtosc jest jedng z najwazniejszych cech, ktdrg mogg posiadac funk-
cje. Méwimy, ze funkcja rzeczywista zmiennej rzeczywistej f(x) jest ciggta
w punkcie ¢ nalezacym do dziedziny tej funkciji, jezeli

lim f(z) = f(c) (24)
Alternatywnie,

Ve >030 >0Vx: (Jx —c|<d=|f(x) — flc)]| <e) (25)

Definicje (24)) i (25) sg rownowazne.

Pojecie ciggtosci mozna uogolni¢ na przypadek zespolony, na przypadki
wielowymiarowe i na ogélne odwzorowania w przestrzeniach topologicz-
nych.
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Funkcja nie jest ciggta, w szczego6lnosci gdy
e punkt c nie nalezy do dziedziny

e granica w (24) nie istnieje, gdyz
— funkcja wykonuje skok
— funkcja jest osobliwa w otoczeniu punktu c

— zachowanie funkcji w otoczeniu tego punktu jest niemozliwe do
okres$lenia

Mowigc niezbyt precyzyjnie, dla funkcji jednej zmiennej
ciggtosc oznacza, ze mozna narysowac wykres funkcji bez

odrywania otowka od papieru.
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Wiasnosci funkciji ciagtych

e Funkcja ciggta przeprowadza przedziat domkniety na przedziat do-
mkniety, otwarty na otwarty.

e Jezeli funkcja ciggta jest odwracalna, to jej funkcja odwrotna takze jest
ciggta.

e Jezeli funkcje f(x), g(x) sg ciagte w jakims$ punkcie, to takze funkcje
f(x) 4+ g(x), f(z) —g(z), const - f(z), f(z) - g(x) oraz f(z)/g(x)

sg ciggte w tym punkcie; to ostatnie pod warunkiem, ze g(x) %= O

e Jezeli funkcje f(x), g(x) sg ciggte, to funkcja ztozona f(g(x)) jest
ciagta (np. funkcja sin(z2) jest ciagta).
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Twierdzenie o wartosci sredniej: Jezeli funkcja f(x) jest ciggta na prze-
dziale domknietym [a, b], to istnieje & € [a,b] : f(Z) = (f(a) + f(b))/2.

1.6

14

12 |

-

|

1.

0 1.

5 2.0
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Twierdzenie: Jezeli funkcja f(x) jest ciggta na przedziale domknietym
[a,b] i f(a) - f(b) <O, toistnieje z € [a,b] : f(z) = 0.

Twierdzenie: Jezeli funkcja f(x) jest ciggta na przedziale domknietym
[a, b], to osigga swoj kres gorny i dolny na tym przedziale.

Mozna powiedzieé, ze funkcje ciggte na przedziale domknietym zachowujg
sie “porzadnie”: Przybierajg wszystkie wartosci z zakresu wyznaczonego
przez zakres w punktach skrajnych. Mogg wychodzi¢ poza ten zakres, ale
nie sg na tym przedziale rozbiezne ani nieokreslone.
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Twierdzenie Brouwera o punkcie statym: Jezeli funkcja ciggta przepro-
wadza pewien przedziat domkniety w siebie, f:[a,b] — [a, b], to ma w tym
przedziale punkt staty:

dz € [a,b] : f(x) == (26)

05

-0.5

-1

L L L
-1 -0.5 0 0.5 1

Wykres funkcji (z + 1/4) /(22 + 1)
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“Uciaglanie” funkcji w punkcie

Niekiedy wzor (przepis na obliczanie) na funkcje nie pozwala wyliczyc¢ jej
wartosci w pewnym punkcie. Jesli jednak jednak istnieje granica funkcji
w tym punkcie i jest skonczona, mozemy funkcje “uciggli¢", przypisujac jej
w tym (pozornie) osobliwym punkcie wartos¢ réowng granicy.

Przykiady
2 z2
w(a:) — % — w(az) = {(;3 . f : (278.)
v(x) = Sin & —  v(x) = {ilgw z i 0 (27b)
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Przykiad

Rozpatrzmy bardziej skomplikowany przyktad. Dana jest funkcja
sin(mx)

r—1
Funkcja jest nieciggta w punkcie x = 1, gdyz otrzymujemy tam symbol
nieoznaczony 3. Rozpatrzmy granice

(28)

g(x) =

Sin Sin 1 Sin
cosinGra) o sin(r(y+1) _ | sin(ry + )
x—1 x—1 y—0 Y y—0 Y
— lim sin(my) cosm + cos(my)sinm im sin(mwy)
- y—0 Y o y—0 Y
Sin Sin z
= atim SN i, = 7 (29)
y—0 my z—0 =z

gdyz ostatnia granica réwna sie 1. (Po drodze uzylismy podstawien y =
r—1l,z=ny=n(x—1).)
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Mozemy wiec zmodyfikowac¢ definicje funkciji

Ta funkcja jest ciggta, a jej wykres przedstawia ponizszy rysunek:

g(x) =

1.0

05 -

0.0

05|
10k
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-20 |
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-3.5

r—1

—TT

sin(mx)

28):

x 7+ 1

r=1
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