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Rdéwnanie prostej na ptaszczyznie

Jak juz wspominaliSmy, réwnanie prostej na ptaszczyznie ma ogdlng po-
stac

Az + By +C =0 (1)

przy czym liczby A, B nie moga jednoczesnie byé réwne zeru. Réwnanie
to nosi nazwe réwnania kierunkowego prostej. Wektor [B, —A] jest réwno-
legty do tej prostej i jest nazywany wektorem kierunkowym prostej. Wektor
[A, B] jest prostopadty do proste;.
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Réwnanie prostej w przestrzeni

W przestrzeni R3 najwygodniej jest podaé réwnanie prostej w postaci para-
metrycznej. Mianowicie, rozpatrujemy pewien wektor v %= 0O, o sktadowych
[V, vy, v2]. WOWCZas rownania

xr = xg+ vzt (2a)
Yo + vyt (2b)
z = zg+ vst, (2c)

gdzie t € R, opisujg prostg przechodzacg przez punkt (xq, yo, zg) i rOw-
nolegta do wektora v.
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Réwnanie ptaszczyzny

Ogblne réwnanie ptaszczyzny ma postac

Ar+ By+Cz+ D =0 (3)

przy czym liczby A, B, C' nie mogq by¢ jednoczesnie rbwne zeru.

Przyjmijmy, ze zadna z liczb A, B,C, D nie jest rowna zeru (przypadki
szczegblne mozna rozpatrzyé osobno). Woéwczas tatwo sprawdzi¢, ze
punkty P = (-D/A,0,0), P, = (0,—D/B,0), P3 = (0,0,—D/C).
Naszym celem jest wyznaczenie wektora prostopadtego (normalnego) do
ptaszczyzny (3). Skoro wektor ma by¢ prostopadty do ptaszczyzny, musi
by¢ prostopadty do dowolnych wektorow lezgcych na ptaszczyznie. Wezmy
wektory u = Py P>, = [D/A,—D/B,0]orazw = P{ Pz = [D/A,0,—D/C].
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Oznaczmy poszukiwany wektor n = [p,q,r]. Z warunkdw n o u = 0,
n ow = 0 otrzymujemy

D D

— g = 0 4a
Ap Bq (42)
D D

_Zr =0 4b
Ap C’r (4b)

Uktad rownan nie ma jednoznacznego rozwigzania, ale natychmiast
widaé, ze wektor n = [A, B, C] spetnia go, a zatem jest to wektor prosto-
padty do ptaszczyzny (3).
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Mozna to takze rozwigza¢ w inny sposéb. Wiemy, ze iloczyn wektorowy
jest prostopadty do obu swoich czynnikéw. Mozemy obliczy¢

e; e e3
Py P> x P|P 2 -5 0 D +D2 +D2
= = —€ —e —€
1172 113 g B N BC T 402 T 453
L 0o £
A C
-2
BC - .
D? p2 |4
= |4 | = agc| B | )
D? | O
AB
a wiec takze otrzymujemy wektor proporcjonalny do n = [A, B, C] jako

wektor prostopadty do ptaszczyzny (3)
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Inng wygodng formg réwnania ptaszczyzny jest rownanie odcinkowe
—+Z242=1, (6)
a b ¢

Posta¢ ta ma te zalete, ze od razu wida¢, ze punkty (a,0,0), (0,b,0),
(0, 0, ¢) nalezg do ptaszczyzny zadanej przez réwnanie (6)), co wiecej, sa
to punkty, w ktdérych ptaszczyzna przecina osie uktadu wspdtrzednych.
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Przykiad

Znajdz rownanie ptaszczyzny rozpietej przez wektory swobodne a = [1, 1, 0],
b = [0, 2, 1] i zawierajgcej punkt (0,0, 1).
Poniewaz

n =const-axb=const-[1,-1,2] (7a)

jest, jako iloczyn wektorowy a oraz b, prostopadty do obu tych wektordéw,
musi by¢ wektorem normalnym poszukiwanej ptaszczyzny. Ma ona zatem
rownanie

xr—y+22+D =0 (7b)
Pozostaje wyznaczy¢ wspotczynnik D. Poniewaz punkt (0, 0, 1) ma spet-
nia¢ rownanie (7b), D = —2 i poszukiwane réwnanie ptaszczyzny ma
postac

r—y+22—2=0 (7¢)
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Powierzchnia stozkowa

WyobraZzmy sobie dwie proste, przecinajace si¢ pod katem «, O<a<n/2.
Jedna z tych prostych obraca sie wokét drugiej o petny kat, zakreslajac po-
wierzchnie stozkowg. Powierzchnia stozkowa jest nachylona do osi obrotu
(osi symetrii) o kat o (patrzymy sie na kat lezgcy wewnagtrz powierzchni
stozkowej).
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Krzywe stozkowe

Jesli powierzchnie stozkowg przetniemy ptaszczyzng, na przekroju otrzy-
mamy krzywe stozkowe. Wynikiem przekroju moze by¢:

e okrag, jesli ptaszczyzna ciecia jest prostopadta do osi symetrii po-
wierzchni stozkowej

e elipsa, jesli ptaszczyzna siecia jest nachylona do osi symetrii powierzchni
stozkowej pod katem mniejszym, niz 7w /2, ale wigkszym, niz «
e parabola, jesli ptaszczyzna ciecia jest nachylona pod katem «

¢ hiperbola, jesli ptaszczyzna ciecia jest nachylona pod katem mniej-
szym, niz c.

Innymi mozliwymi przekrojami sg punkt, prosta lub para prostych, ktore
mozemy traktowaé jako zdegenerowane przypadki, odpowiednio, elipsy
badz okregu, paraboli i hiperboli.
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Takie sg historyczne, starozytne (!) definicje krzywych stozkowych. My jed-
nak bedziemy rozpatrywac krzywe stozkowe jako miejsca geometryczne
punktow spetniajgcych odpowiednie warunki na ptaszczyznie.
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Rownanie okregu

Okrag to miejsce geometryczne punktow rownoodlegtych od pewnego punktu,
zwanego srodkiem okregu. Z samej definicji odlegtosci wynika réwnanie
okregu:

(x —20)° + (y — yo)? = 12 (8)

gdzie (xq, yo) 0znaczajg potozenie srodka okregu, » > 0 jego promien.
Pole powierzchni okregu wynosi S = 72, a dlugo$¢ okregu L = 27r.

Jezeli Srodek okregu pokrywa sie ze srodkiem uktadu wspotrzednych (xg =
0, yo = 0), rownanie okregu redukuje sie do znanej postaci

24yt =1 (9)
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We wspbtrzednych biegunowych rownanie okregu w postaci (9) jest nie-
zwykle proste: »r = const, natomiast rownanie w postaci parametrycznej
ma postac

r COS't (10a)
rsint (10b)

8
[

<
|
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Elipsa

Wszystkie punkty lezgce na okregu sg rownoodlegte od jednego punkiu:
Srodka okregu. Rozwazmy teraz zbior punktow, ktérych suma odlegtosci
od dwdch wybranych punktdéw jest stata. Punkty te nazywamy ogniskami.
Dobierzmy uktad wspotrzednych tak, aby interesujgce nas punkty miaty
wspbtrzedne (—c¢, 0), (¢,0). Niech suma odlegtosci wynosi 2a; z geome-
trii widac, ze a > c.

Pyl
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Liczymy (poziome linie oddzielajg poszczegdlne rownania dla lepszej wi-
docznosci):

V@ + 0?2+ + (@ -2 +y?=2a (11a)
a:2—|—2xc—|-02—|—y2—l—:r;2—2$c—l—02—|—y2
+2/(@+ 02 +9°) (@ -2 +9?) =4 (11b)

\/((a:+c>2 +7) (- )2 +v°) =2 - (@ + 7 + ) (11c)
2% 4 20202 4 4% — 26222 4 26242 + A
— 2% 4 22242 4 4
-+ ct — 4c2%42 + D22 -+ 202y2 + 4a® — 4a°z? — 4a2y2 (11d)

422 + 4212 + 4a2y2 — 4q* — 4422 (11e)
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CL2 — 62 CL2

2
x< +
CL4—CL262 CL4—CL

2=1 (11f)

2.2Y
Oznaczajac a? — ¢? = b2 > 0, otrzymujemy réwnanie elipsy:

2 2
x J
a2 = b2 ' 12)

Dla a? = b2 = r2 rdwnanie to redukuje sie do réwnania okregu.

Jesli srodkiem elipsy nie jest srodek uktadu wspoétrzednych, tylko punkt
(zo,y0), przy czym ogniska lezg na prostej rownolegtej do osi OX, to
rownanie (12) mozna tatwo uogdinic:

(x—20)% | (W—yo)? _

S =1 (13)
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Mimosrod

Widzimy, ze ¢2 = a2 — b2; ¢ 0znacza potozenia ognisk elipsy na osi OX.

Wielokos$¢
e="S (14)
a
nazywamy mimosrodem (ang. eccenticity) elipsy. Zachodzi 0 < e < 1.
Taka elipsa jest “szersza niz wyzsza” ©. Dla e = O elipsa staje sie okre-

giem. Dla e — 1 elipsa nigdy sie nie zamyka i dgzy do paraboli.

Liczby a, b oznaczajg, odpowiednio, wiekszg i mniejszg poétos elipsy.
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“Pochylona” elipsa

Jak wyglada rownanie elipsy, ktérej prosta tgczgca ogniska — alternatyw-
nie: ktérej wigksza potos — jest nachylona pod katem 6 do osi OX?
Trzeba obréci¢ wszystkie punkty o kat 6 (co jest rownowazne obrotowi
uktadu wspoétrzednych o kgt —6). Poniewaz wiemy, jak wyglgda macierz
obrotu ptaskiego, widzimy, ze nowe wspodtrzedne bedg sie réwnac

V)= H

My chcemy wyrazi¢ stare wspétrzedne przez nowe. Poniewaz macierz
obrotu jest ortogonalna, z tatwoscig znajdujemy
513/
16
H 1

HE
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skad z = 2’ cosO + ¢'sind, y = —z'sin0 + ¢y’ cos . Podstawiamy te
wyrazenia do rownania (12) i znajdujemy

20 in2 o 1 1 in2o 20
(COS —I—SIZQ ):c’2—|—25in6c059(———)a:’y’—|—(Sm —|—COS )y/2:1

a? a? b2 a? b2
(17)

Zauwazmy, ze dlad = w/2 (sinf® = 1, cosd = 0) rébwnanie to przybiera
postac

)2 )2

— a—2=1 (18)

czyli wieksza i mniejsza pétos zamienity sie miejscami; elipsa jest teraz
“Wyzsza niz szersza”, a ogniska lezg w punktach (0, +c).

Gdyby Srodek elipsy byt przesunigty, wspbtrzedne Srodka takze nalezatoby
poddac¢ obrotowi.
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Inne postacie rownania elipsy

Wracamy do kanonicznej postaci rownania (12). Rownanie w postaci pa-
rametrycznej przybiera postac

a COSt (19a)
bsint (19Db)

T

Yy

gdzie 0 < t < 2.

Z kolei w uktadzie biegunowym réwnanie elipsy ma postac

a?b?
rf=——5 (20)
a?sin< ¢ + b2 cos? ¢

Pole powierzchni elipsy wynosi S = mab, natomiast dtugosci obwodu
elipsy nie da sie wyrazi¢ przez skonczong kombinacje funkcji elementar-
nych.
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Parabola

We wspdirzednych kartezjanskich parabola o pionowej osi symetrii ma
rownanie

y=ax2—|—bx—|—c (21a)

Analogicznie, parabola o poziomej osi symetrii ma rownanie

x=ay2-|—by—|—c (21b)

Parabole “pochylone” uzyskujemy dokonujgc obrotu oktadu wspotrzednych,
jak w (16).

Zwrdémy uwage, ze w wyrazeniach (21) jedna zmienna jest w potedze
pierwszej, druga zas w drugiej (i pierwszej, ale to mozna by zlikwidowac
odpowiednio przesuwajgc uktad wspotrzednych).
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Réwnania parametryczne paraboli majg posta¢ (zmienng parametryczng
jest t)

8
|

2pt + h (22a)
y = pt+k (22b)

“Lezaca” parabola o réwnaniu y2 = 2pz ma we wspotrzednych bieguno-
wych rownanie
COS ¢

Siﬂ2 qb’ ™ [_77/277‘-/2] (23)

r=2p
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Hiperbola

Hiperbola to zbiér punktéw, dla ktorych warto$¢ bezwzgledna réznicy odle-
gtosci tych punktow od dwoch ustalonych punktéw, nazywanych ogniskami
hiperboli, jest stata. Jesli uktad wspdtrzednych wybierzemy w ten sposaob,
aby ogniska lezaty w punktach (—c, 0), (¢, 0), musi zachodzié¢

Va+)2+12 -z — )2+ 92 = +2a (24)

Wykonujac obliczenia podobne, jak dla elipsy, uzyskujemy rownanie hiper-

boli

2 2
Y
_b_2=1 (25)

@‘8
N

gdzie b2 = ¢? — a2
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Zwrocmy uwage, ze hiperbola, w przeciwienstwie do pozostatych krzywych
stozkowych, ma dwie gatezie. Dla |z| > 1, czyli dla bardzo duzych war-
toci |x|, hiperbola w postaci kanonicznej, danej przez (25), zbliza sie do
dwoch prostych, zwanych asymptotami hiperboli:

Yy = :I:éa: (26)

a
Rownanie parametryczne hiperboli ma postac

xr = =Zacosht (27a)
y = bsinht (27b)

Wybor znaku odpowiada za wybor gatezi hiperboli.

Dokonujgc obrotu, mozemy z (25) uzyska¢ rownanie “nachylonej” hiper-
boli. Podobnie jak poprzednio mozna tez przesungc hiperbole tak, aby je;j

srodek nie lezat w srodku uktadu wspétrzednych.
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Wykres 1/x

Podczas nauki matematyki studenci najczesciej majg do czynienia z hiper-
bolg bedacag wykresem funkcji y = 1/x. Asymptotami sg proste y = O
oraz x = 0.
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Chociaz ksztatt wykresu nie budzi watpliwosci, czy to na pewno jest hiper-
bola? Poniewazy = 1/x iz # 0, xy = 1. Obréémy uktad wspbtrzednych
o kat /4, co odpowiada obrotowi wykresu o kat —7 /4.

r = (@ —vy)/vV2 (28a)
y = (& +4)/V2, (28b)
a wiec
$/2 )2
xyzl(:)?—y?:l, (28c)

co odpowiada kanonicznej postaci hiperboli.
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