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lloczyn wektorowy

Dla wektoréw z przestrzeni R3 definiuje sie iloczyn wektorowy L = a x b,
a,b € R3, jako (pseudo)wektor o sktadowych:

3
L’i: Z E'L’jka’jbka (1)
J,k=1

gdzie ¢, 1, jest tensorem zupetnie antysymetrycznym, zwanym takze sym-
bolem Levi-Civity:

1 jezelii, j, k tworzg parzystg permutacje liczb 1,2,3
e;jk = 4 —1 jezelii,j, k tworzg nieparzystg permutacje liczb 1,2,3 (2)
O gdy ktorekolwiek wskazniki powtarzajg sie

\
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Mozna to tatwo rozwingc:

3 3
Ly = ) eypajby= ) e1jraiby
7,k=1 7,k=2

gdyz gdyby 5 = 1 lub & = 1, symbol Levi-Civity €1.. = 0O
€122a2bo + €123a2b3 + €132a3bo + €133a3b3
= a2b3 — a3b2 (33.)

gdyz €100 = €133 = 0.

Podobnie
3
Ly = ) eypajbpy= Y  ejpaiby
J,k=1 7,k€{1,3}
= e€211a1b1 + €231a3b1 + €213a1b3 + €233a3b3
= a3b1 —aib3 (3b)
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3 2
Lz = ) egjrajby= ) e3jpaiby

J,k=1 J,k=1
= €311a1b1 + €312a102 + €321a2b1 + €322a202
= ale — CLle (3C)
o7
L=axb= Llel + LQGQ —+ L3e3 = | Lo |, (3d)
| L3
gdzie e1, eo, e3 sg kolejnymi wersorami osi uktadu wspoétrzednych.
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Mozna to zapisa¢ w postaci mniej “eleganckiej”, ale niekiedy bardziej uzy-
tecznej:
€1 ez e3

L=axb= a1 a» a3 (4)
b1 b2 b3

Przykiad

Niecha = [1,1,0], b = [0, 2, 1]. Wéwczas

€1 €r €3 [ 1_
axb=|1 1 0 |=ej+2e3—e>=| —1 (D)
O 2 1 2 ]
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Wiasnosci iloczynu wektorowego

axb=-bxa (6)

Wida¢ to najtatwiej z wyrazenia (4): zamiana kolejnosci wektoréw a, b od-
powiada zamienieniu miejscami drugiego i trzeciego wiersza wyznacznika,
a to powoduje zmiane znaku wyznacznika.

lloczyn wektorowy jest prostopadty do tworzgcych go wektoréw. Istotnie,

3 3 3 3

ao (a>< b) = Z a; Z eijkajbk — Z bk ( Z eijkaiaj) — O, (7)
i=1  jk=1 k=1 i,j=1

co wynika z tego, ze gdy rozpatrujemy podwdjng sume w nawiasie, przy

kazdej ustalonej wartoéci wskaznika k kazdej kombinacji ijk musi towa-

rzyszy¢ kombinacja jik, przy ktérej symbol Levi-Civity zmienia znak. To

powoduje, ze cata podwdjna suma w nawiasie znika.
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Podobnie dowodzimy, ze bo (a x b) = 0. A zatem iloczyn wektorowy jest
prostopadty do ptaszczyzny wyznaczonej przez wektory a, b.
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Wartos¢ iloczynu wektorowego

Poniewaz dtugo$¢ wektora nie zalezy od wyboru uktadu wspdtrzednych,
wybierzmy taki, w ktérym bedzie najproéciej obliczy¢, a przynajmniej zin-
terpretowac, wartos¢ (dtugos¢ wektora) iloczynu wektorowego.

Jak widzieliSmy, iloczyn wektorowy jest prostopadty do ptaszczyzny rozpi-
nanej przez wektory go tworzgce. Wybierzmy wiec taki uktad wspotrzed-
nych, w ktérym wektory te rozpinaja ptaszczyzne X YT Ich sktadowe wy-
noszg w tym uktadzie wspoétrzednych [a1, an, 0], [b1, bp, 0], zas iloczyn

*Dwa wektory niewspotliniowe rozpinajg ptaszczyzne. Te ptaszczyzne, rozpinang przez
dane nam wektory a, b uznajemy za ptaszczyzne XY uktadu wspotrzednych.
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wektorowy, zgodnie ze wzorem (4),

€1 €> €3 a
L=axb= ail an 0 =(—1)1+3e3 bl 22 =(a162—a2b1)e3
by by O 12
(8)
IL|| = la1bs — aobq] (9)

a wektor L jest skierowany wzdtuz osi OZ, czyli jest prostopadty do ptasz-
czyzny rozpinanej przez wektory a, b.

Niech te dwa wektory tworzg, odpowiednio, katy a1, ao z osig OX. Skia-
dowe wektorow sg rzutami tych wektoréw na osie uktadu wspoétrzednych,
czyli

a1 = |lajlcosay, az = |a|lsinay, (10a)
b1 = ||b||cosaz, by = |b|sinasz, (10b)
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Podstawiamy

IL][ =

10) do (9), otrzymujac

(llallcos ay) (||bl|sin ) — ([[a]l sin ay) (|[b]| cos az)]
la]| - ||b]| - |[cOos @1 Sinap — sin a1 COS ap|
[a]l - |Ib]l - Isin(a — a2)] (11)

Miarg kata miedzy wektorami a,b w wybranym uktadzie wspoétrzednych
jest sin(a; —as). Poniewaz jednak kgt miedzy wektorami nie zalezy od
wyboru uktadu wspotrzednych, jak widzimy, uzywana przez nas definicja
iloczynu wektorowego jest zgodna z definicjg “szkolng”.
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Przykiad

lle wynosi kat pomiedzy wektoramia = [1,1,0], b = [0, 2, 1]?

Wiemy juz, ze a x b = [1,—1,2]. Wobec tego ||a x b|| = /6. Jedno-
czednie ||a|| = V2, ||b|| = v/5. Wobec tego, zgodnie ze wzorem (1),

Isin£(a,b)| = \@\@\@ = \/g (12a)

Nawiasem mdwigc, ten sam wniosek uzyskalibySmy korzystajac z iloczynu
skalarnego:

alp 2
cos4{(a,b) = = \/= 12b
(@) = el ~ Vs 120)
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Uklad kartezjanski ptaski

Uktad kartezjanski na ptaszczyznie sktada sie z dwu osi, przecinajgcych
sie w punkcie O pod katem prostym. Punkt O nazywamy “poczagtkiem”
lub “Srodkiem” uktadu wspdtrzednych. Ustalamy, ktdra o$ jest “pierwsza”,
ktora “druga”. Tradycyjnie oznaczamy je OX, OY. Kazdy punkt ptasz-
czyzny mozna jednoznacznie okresli¢ podajgc jego rzuty prostokatne na
obie osie. Punkt, ktorego rzuty na obie osie wynoszg, odpowiednio, x,
y, oznaczamy P(xz,y). Liczby z,vy, nazywane wspodtrzednymi kartezjan-
skimi, moga przyjmowac wszystkie wartosci rzeczywiste, x, y € R. Punkty
ptaszczyzny mozna zatem utozsamiaC z uporzgdkowanymi parami liczb
rzeczywistych.

Punkt ptaszczyzny mozna takze utozsamiac z wektorem zaczepionym w po-
czatku uktadu wspétrzednych, zakonczonym zas w danym punkcie. Wek-
tor ten nazywamy wektorem wodzgcym punktu.
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Osie uktadu kartezjanskiego dzielg ptaszczyzne na cztery ¢wiartki, nume-
rowane od prawego goérnego rogu przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara.

Uktad kartezjanski ptaski i uktad biegunowy.
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Uktad biegunowy

Alternatywg dla uktadu kartezjanskiego ptaskiego jest uktad biegunowy.
Zamiast podawac¢ wspbirzedne kartezjanskie, podajemy odlegtos¢ punktu
od srodka uktadu wspditrzednych, » (r > 0), oraz kat ¢, jaki wektor wo-
dzgcy punktu tworzy z osig O X. Kat mierzymy przeciwnie do ruchu wska-
zowek zegara.

Zwigzek pomiedzy wspotrzednymi kartezjanskimi a biegunowymi tego sa-
mego punktu jest dany przez

= rcCosdg (13a)
= rsing (13b)

=
|

S
|
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Przykiad

W kartezjanskim uktadzie wspdtrzednych umieszczono szesciokat foremny
0 boku a w ten sposob, ze srodek uktadu wspotrzednych jest Srodkiem sze-
Sciokata, a jeden wierzchotek lezy na dodatniej pétosi osi OX. Jakie sg
wspbtrzedne kartezjanskie i biegunowe wierzchotkdw szesciokata?

Pierwszy wierzchotek lezy na osi O X. Drugi wierzchotek tworzy z osig OX
kat ¢. Z symetrii, trzeci wierzchotek tworzy kat 2¢ i tak dalej. Mamy 6¢ =
27, czyli ¢ = w/3. Zatem w sposOb oczywisty wspotrzedne biegunowe
wierzchotkdw szesciokgta wynoszg

(akg) k=01,2.34.5. (14)
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Wspodirzedne kartezjanskie wierzchotkow wyliczamy wedtug wzoréw (13),
podstawiajgc kolejno katy (14). Otrzymujemy kolejno (a, 0), (a/2, a\/3/2),
(=a/2,av/3/2), (=a,0), (=a/2,~aVv'3/2), (a/2, —a/3/2).
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Tréjwymiarowy uktad kartezjanski

Uktad kartezjanski trojwymiarowy sktada sie z trzech wzajemnie prostopa-
dtych osi, przecinajgcych sie w jednym punkcie, zwanym “poczatkiem” lub
“Srodkiem” uktadu wspétrzednych. Kazdy punkt przestrzeni mozemy jed-
noznacznie okresli¢c podajac jego trzy rzuty prostokagtne na kolejne osie.
Jezeli punkt ma wspétrzedne P(x, vy, z), jego rzut na ptaszczyzne XY ma
wspodirzedne (x,y, 0); mozna go wéwczas utozsamiaé z punktem ptasz-
czyzny o wspotrzednych P/(x, y).

Wektor 0 poczatku w poczatku uktadu wspdtrzednych i koncu w danym
punkcie nazywamy wektorem wodzgcym punktu. Punkt mozna utozsa-
miac z jego wektorem wodzgcym.
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Uktad kartezjanski trojwymiarowy i uktad sferyczny.
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Uktad sferyczny

Alternatywg dla uktadu kartezjanskiego jest uktad wspdirzednych sferycz-
nych. Potozenie punktu okreslamy wowczas podajgc jego odlegtosé¢ od
Srodka uktadu wspétrzednych, » (r > 0) oraz dwa katy. W wyborze tych
katow jest pewna dowolnoS¢ — my przyjmujemy, ze sa to 6, kat, jaki two-
rzy wektor wodzacy punktu z ptaszczyzng XY, mierzony przeciwnie do
ruchu wskazowek zegara, oraz ¢, kat, jaki tworzy rzut wektora wodzgcego
punktu na ptaszczyzne XY, z osig OX, mierzony przeciwnie do ruchu
wskazowek zegara. 0 € [—7/2,7/2], ¢ € [0,27]. W tej konwencji zwig-
zek pomiedzy wspdtrzednymi kartezjanskimi a sferycznymi punktu dany
jest przez

= rCcos6fcosq¢ (15a)
y = rcosésing (15b)
z = rsing (15¢)
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Uktad walcowy Inng alternatywg dla uktadu kartezjanskiego jest uktad
wspotrzednych walcowych, zwany takze uktadem cylindrycznym. Jest to,
mdwigc obrazowo, uzupetnienie wspotrzednych biegunowych o “wysokos¢”
punktu ponad ptaszczyzne XY, czyli o wspbirzedng z:

r = rcosg (16a)
= rsing (16b)
z = z (16¢)

Ktéry uktad wspodtrzednych przestrzennych — kartezjanski, sferyczny czy
walcowy — wybrac¢? Ten, w ktorym najwygodniej bedzie prowadzic¢ analize
danego nam problemu ®
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Uktad eliptyczny

Niekiedy uzywa sig takze innych krzywoliniowych uktaddéw wspdtrzednych.
Stosunkowo czesto stosowany jest uktad eliptyczny, bedgcy uogolnieniem
uktadu biegunowego (13):

x ar COS ¢ (17a)
J brsin g (17b)

Wspodirzednymi sg (r, ¢), r > 0. Wielkosci a #%= 0, b = 0 sg parametrami.
Dla a = b = 1 otrzymujemy uktad biegunowy, dla a = b # 1 uklad
biegunowy z przeskalowanym promieniem. Dla a #= b krzywa » = const
jest elipsa.

Uogdlinienie uktadu cylindrycznego jest oczywiste.
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