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lloczyn skalarny

PrzypomnieliSmy klasyczng definicje iloczynu skalarnego

dob=|d-|b|-cos«(a,b). (1)

Pokazalismy, ze w przestrzeni R mozna to uogolni¢ do sumy iloczynéw
po wspotrzednych

mn
Xoy = ) zy;. (2)
i—1

Teraz poznamy najbardziej og6lng definicje iloczynu skalarnego, ktorej tamte
dwie sg szczegolnymi przypadkami.
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lloczyn skalarny — ogolna definicja

Niech V' bedzie przestrzenig wektorowg nad R. lloczynem skalarnym na-
zywam funkcje V' x V' — R o nastepujgcych wtasnosciach:

1. Symetria: Vx,y € V : xoy =y ox.
2. Rozdzielnos¢ wzgledem dodawania wektoréw:
Vx,y,z€V :(x+y)oz=xo0z+yoz.
3. Zgodno$¢ z mnozeniem przez skalar:
Vx,y eV, aeR:(a-x)oy=a-(xoy).
4. Brak dzielnikow zera: (Vx €V :xoy=0) =y =0.
5. Dodatnia okre$lonosé: Vx € V, x =20 : xox > O.

Copyright © 2020 P. F. Géra 14—4



lloczyn skalarny w R"

Pamietajac, ze n-wierszowe macierze jednokolumnowe interpretujemy jak
wektory w R™, mozemy powiedzie¢, ze w tej przestrzeni iloczynem skalar-
nym jest

mn
xoy=xy =Y z. (3)
i=1

Definicja ta spetnia wszystkie warunki podane wyzej. Jest to zgodne ze
wzorem (2). Zauwazmy, ze wektor transponowany x! odpowiada jedno-
wierszowej macierzy o n kolumnach.
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Obroét wektora na ptaszczyznie

y &
=1L sinx
y=x'sinf+1cosf

==
ul]

)’

x¥x=xcos8—1sinf r=Lcosc X

Dany jest pewien wektor na ptaszczyznie, o wspotrzednych [x, y]. Chcemy
go obrécic o kat 3. Nowe (po obrocie) wspoétrzedne oznaczymy [x’, v']. Jak
je obliczy¢?

Z rysunku widac¢, ze obrécony wektor tworzy z osig OX kat o+ 3, zatem
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' = Lcos(a+ B) = LcosacosB — Lsinasing

= xCOSB —ysinp (4a)
y = Lsin(a4 B) = LsinacosB + Lcosasinf

= ycospB 4+ xzsinpj (4b)

gdyz x = Lcosp, y = LsinB. Wyrazenia mozemy zapisa¢ macie-

rZowo
V- H .

Macierz wystepujgcg we wzorze (5) nhazywam macierzg obrotu ptaskiego.
Oznaczmy jg O.

cCosfB —sinpg
sing cosp
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Wiasnosci macierzy obrotu

cCosp —sing

detO = sing cosp

— cos? B — (—sin2 B) =1 (6)

Gdybysmy chcieli obréci¢ wektor o kat — 3, to z parzystosci funkcji trygo-
nometrycznych od razu widzimy, ze macierzg obrotu bytaby macierz

—sinfB cosp

cos 3 sinﬁ] _oT 7)

Intuicja podpowiada nam, ze obrét najpierw o kat 3, a potem o kat — 3 tgcz-
nie powinny sie znosi¢, czyli dawac transformacje tozsamosciowg. Rze-
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czywiscie,

00! =

[ cosB —sinf cosB sinf
] sing cosp —singB cosp
cos? 8+ sin? g cos Bsin 8 — sin B cos 3
| sin 8 cos 3 — cos Bsin 3 sin? 8 4+ cos? 3
(1 0
0 1 =1 (8)

i podobnie O1'O = 1. Widzimy, ze macierz obrotu posiada wtasnosé orto-

gonalnosci:

007 =070 =1 (9)
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Obroty w 3D

Obrét w przestrzeni R3 mozna przedstawié jako ztozenie obrotéw w trzech
ptaszczyznach o okreSlone katy (katy Eulera):

Obrét wokot osi x w ptaszczyznie yz:

1 0 O
O;,= 1|0 cosf —sind (10a)
| O sinf cosf |
Obrot wokot osi y w ptaszczyznie xz:
[ cosep O sing |
Oy = O 1 0 (10b)
| —sinp 0 Ccosyp |
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Obrét wokot osi z w ptaszczyznie xy:

[ cosy —siny O
O,= | siny cosy O (10c)
0 0 1

Kazda z tych macierzy ma wtasnos¢ ortogonalnoéci: 010, =1, 0/ 0, =
I, 0L'0, = 1. Podobnie — ich ztozenia. Na przykfad
(0:0,40.)'0,0,0. = 010/ 010,0,0. = 0/0/0,0. =010, =
I.
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Macierze ortogonalne

Uogélniajac obroty w R2 i R3 macierzami ortogonalnymi nazywam macie-
rze, dla ktérych

0’0 =00" =TI. (11)
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Nie tylko obroty

Nie tylko macierze obrotu spetniajg wtasnos¢ (11). Wiasnos¢ te posiadajg
takze macierze odbicia, na przyktad

1 0 0]
0 —1 0 (12)
0 0 1)

— ta macierz zmiania znak drugiej sktadowe] wektora — oraz macierze

permutacji, na przykfad

(1 0 0
O 01

0 1 0|

— ta macierz permutuje drugg i trzecig sktadowg wektora.

(13)
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Wiasnosci macierzy ortogonalnych
O oznacza macierz ortogonalng.
1. 0O~1 =0".
2. det O = +1. Istotnie, 1 = detI = det (OTO) = (det OT> (det O)
= (det 0)>.

3. Macierze ortogonalne w R™ tworzg grupe. Dziataniem grupowym jest
mnozenie macierzy.

4. Kolumny macierzy ortogonalnej sg unormowane i wzajemnie prosto-
padte. Kolumny macierzy ortogonalnej tworzg baze w R".

5. Wyrazenie v/ = Ov mozna interpretowaé jako przedstawienie wek-
tora v w bazie kolumn macierzy O.

6. Ortogonalna transformacje podobieristwa A’ = O1 AO mozna inter-
pretowac jako przedstawienie elementdéw operatora A w bazie kolumn
macierzy O.
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7. Macierz ortogonalna zachowuje iloczyn skalarny. Istotnie,
(Ou) o (Ov) = (Ou)! (Ou) = u?’0T0v =ulv =uov.
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Zagadnienie wlasne

Definicja: Niech A ¢ C"*", Liczbe A € C nazywam wartoscig wtasng
macierzy A, jezeli istnieje niezerowy wektor x € C" taki, ze

Ax = Ax. (14)

Wektor x nazywam wéwczas wektorem wiasnym macierzy A do wartosci
wtasnej .

Definicja jest sformutowana dla macierzy zespolonych, my jednak — poza
przypadkiem macierzy hermitowskich — bedziemy zajmowac sie macie-
rzami rzeczywistymi. Nalezy jednak pamietaC, ze takze macierze rzeczy-
wiste (niesymetryczne) mogg miec¢ zespolone wartosci wtasne.

Problem poszukiwania wartosci wtasnych macierzy nazywa sie zagadnie-
niem wifasnym.
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Przykiad

Rozwazmy macierz

(19)

1
oolw 00"
|
00|~ Colw
I —

T T
Jej unormowanymi wektorami wtasnymi sa [\/11_0, \/31_01 , [\/?i_o’ \/]i_o] ,
a odpowiadajgcymi im wartosciami wtasnymi liczby 1, 2. Rysunek na na-

stepnej stronie przedstawia rodzine wektorow jednostkowych (lewy panel)

oraz te samg rodzine przeksztatcong przez macierz (15). Wektory wtasne
zaznaczone sg na zielono.
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2 2+
1 1
\ e
0 0 B
//
e N\
1 al
2 2}
2 1 0 1 2 2 1 0 1 2

Rodzina wektoréw jednostkowych przeksztatconych przez macierz (15).
Wektory wtasne tej macierzy zaznaczone sg na zielono. Jeden z nich,
odpowiadajgcy wartosci wtasnej 1, nie zmienia sie, drugi, odpowiadajgcy
wartosci wlasnej 2, zachowuje kierunek, ale jego dtugosc¢ roénie

dwukrotnie.
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Rownanie charakterystyczne

Rownanie (14) mozna zapisa¢ w postaci

(A-XD)x=0. (16)

Jezeli X\ jest wartoscig wtasng, rownanie to musi mie¢ niezerowe rozwig-
zanie ze wzgledu na x. Jest to mozliwe tylko w wypadku

det (A — A\I) = 0. (17)

Rownanie (17) nazywane jest rownaniem charakterystycznym macierzy
A. Jest to réwnanie wielomianowe stopnia n. Widzimy, ze kazda wartosc
wiasna jest pierwiastkiem rownania charakterystycznego. Zbiér wszystkich
rozwigzan réwnania (17) nazywam widmem macierzy A.

Copyright © 2020 P. F. Géra 14-19



Przyktad

Znajdzmy wartosci wtasne macierzy obrotu ptaskiego. W tym celu znajdu-
jemy rOwnanie charakterystyczne:

cosg—A —sing
sin B COS( — A
Znaleziony wielomian charakterystyczny nie ma pierwiastkOw rzeczywi-
stych (poza przypadkiem sin 8 = 0), gdyz jest sumg dwu sktadnikow
nieujemnych. Istniejg dwa pierwiastki zespolone: Ay = cos 3 + 2Sin (3,
Ao = COs B — isin 8. Zauwazmy, ze |\ 1| = || = 1.

= (cos B — \)? +sin? 3 (18)

Jak widzimy, niesymetryczna macierz rzeczywista moze mie¢ zespolone
wartosci wtasne.
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Diagonalizacja

Przypusémy, ze wektory x(1) x(2) . x(n) s wektorami wtasnymi pew-
nej macierzy A, a Aq, Ao, ..., A\n odpowiednimi wartosciami wtasnymi.
Utwérzmy macierz X, ktérej kolumnami sa kolejne wektory x(?). Kazdy
z wektorow x (9 spetnia Ax() = \,x(1). Gdyby$my wszystkie te zalezno-
Sci chcieli zapisac tacznie, to zgodnie z zasadami mnozenia macierzowego
przybratoby to postac

AX:Xdiag{Al,AQ,...,)\n} (19)
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Faktycznie, niech a:,(f) oznacza k-tg skitadowg [-tego wektora, czyli k-ty
wiersz [-tej kolumny macierzy X:

Xdiag{)\l, >\2, Ce ey )\n}

_wgl) a:gz) :c(ln)_ A1 O
$g1) Igz) a:gn) 0 X
_:cf,(ll) :r:f,(»bz) :1:7(7,”) 11 0 O
Alazgl) >\2:1352) )\nmgn)
)\133%1) )\Qang) )\na:gn)
I )\1907(11) )\2337(12) /\na;g") |

Pierwsza kolumna macierzy X zostata wymnozona przez A1, druga przez

o itd.
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Jezeli wszystkie wektory witasne sg liniowo niezalezne, det X %= 0 i ist-
nieje macierz X 1. Wéwczas mnozac (19) od lewej strony przez X1

X"1AX = diag{\1, Xo,...,  n} (21)

Transformacje po lewej (21) nazywam transformacjg podobienstwa. Ma-
cierze, dla ktérych istnieje transformacja podobienstwa sprowadzajgca je
do postaci diagonalnej, nazywam normalnymi lub diagonalizowalnymi. Trans-
formacje podobienstwa, ktéra sprowadza macierz do postaci diagonalnej,
mozna rozumieC jako znalezienie takiej bazy, w ktérej elementy macie-
rzowe danego operatora przybierajg posta¢ macierzy diagonalne;.

Powtorzmy, ze kolumny macierzy X tworzg kolejne wektory wiasne macie-
rzy A.
Copyright (©) 2020 P. F. Gora 14-23




Ortogonalne transformacje podobienstwa

Szczegblne znaczenie majg takie transformacje podobienstwa (nie wytgcz-
nie transformacje diagonalizujgce!), w ktdérych macierz X jest ortogonalna:

A'=07TA0 (22)

Wiasnosci ortogonalnych transformacji podobienstwa:

1. Wyznacznik macierzy nie zmienia si¢ w wyniku ortogonalnej transfor-
macji podobienstwa.

2. Slad macierzy nie zmienia sie w wyniku ortogonalnej transformacji po-
dobienstwa, gdzie przez “Slad macierzy” rozumiemy sume jej elemen-
tow diagonalnych:

n
TrA = Z A4 (23)
—1

= =
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3. Ortogonalna transformacja podobienstwa nie zmienia widma macie-
rzy. Istotnie,

det (A’ — Al) = det (OTAO — A0 0) = det (O (A - AI) O)
= (det oT) .det(A — ) - (det O) = (det O)2det(A — )
= det(A — \I) (24)

a wiec ortogonalna transformacja podobienstwa nie zmienia rbwnania
charakterystycznego.
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Diagonalizacja dwu macierzy

Twierdzenie: Jezeli dwie macierze komutujg, [A,B] = AB — BA = 0,
istnieje transformacja podobienstwa diagonalizujgca obie te macierze. Je-
zeli macierze nie komutujg, nie da sie ich jednoczesnie zdiagonalizowac.
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Przykiad

k atwo sprawdzi¢, ze macierze

ir _3 35 _9
iRl 250
8 8 8 8
komutujg (druga z nich jest kwadratem pierwszej). Jednoczesnie
[ J10 3vio | [17 377 _1 3 .
o I e AN O Cl R s
3 7 0 2
30 0 ls sllv vio. -
[ V10 3V10 | [35 97 .1 _3 7 :
s Snll s | = @)
9 5 0 4
3 0 ls 5)lvis vio. -
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Wartosci i wektory witasne macierzy odwrotnej

Niech B bedzie odwracalna, det B #= 0, i niech )\ bedzie jej wartoscig
wtasng a x odpowiadajgcym jej wektorem wtasnym:

Bx = \x (26a)
Mnozac powyzsze rdwnanie lewostronnie przez B~ otrzymujemy
B~ 'Bx = B 'x (26b)
x = B Ix (26¢)
B lx = %X (26d)

Macierz i macierz odwrotna majg te same wektory wtasne, a ich wartosci

wlasne sg swoimi odwrotnos$ciami.
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Macierze symetryczne, rzeczywiste

Macierzg symetryczng, rzeczywistg nazywam macierz R™**" ktdra spetnia

AT =A (27)

Macierze symetryczne, rzeczywiste wygladajg tak samo, niezaleznie czy
czyta¢ je kolumnami, czy wierszami.

Macierze takie odgrywajg wielka role w fizyce.
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Przykiady

Nastepujgce macierze sg symetryczne i rzeczywiste:

(niezaznaczone elementy sg zerami)

4

OoOoOoo+

COoOrpR

oOr phbrHro

2

= ANKHOO

A, OOO
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Wartosci wlasne macierzy symetrycznej, rzeczywistej

Twierdzenie: WartoSci wtasne macierzy symetrycznej, rzeczywistej sg
rzeczywiste.

Dowdd. Niech AY = A i niech zachodzi

Ax = Xx (28a)

Dokonajmy sprzezenia zespolonego (28a). Poniewaz A jest rzeczywista,
A* = A. Otrzymujemy

Ax® = \*x* (28b)

Mnozymy (28a) lewostronnie przez (x*)T, a (28b) lewostronnie przez x'.
Otrzymujemy

(X*)T Ax A (X*)T X (28¢)
x! Ax* Mex ! x* (28d)
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Zauwazmy, ze x1x* jest liczba, a zatem x! x* = (xTx*)T = (x*)! x.
Podobnie xX' Ax* jest liczba, a wobec tego
T
xT Ax* = (XTAX*) = x")T ATx = (x)! Ax, (28e)

gdzie ostatnia réwno$¢ wynika z symetrii macierzy A: AL = A. Réwnania
28c), (28d) mozemy wiec zapisaé¢ w postaci

xTAx = AxH)x (28f)
(X*)TAX = \¥ (X*)Tx (289)
Odejmujac stronami réwnania (281), (289), otrzymujemy ostatecznie
0=(\—2)x"x (28h)
poniewaz x # 0, (x*)! x = ||x||? > 0, wnioskujemy, ze A = X\*, czyli

A € R, co konczy dowdd.
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Ortogonalne wektory wiasne

Twierdzenie: Wektory wtasne macierzy symetrycznych, rzeczywistych do
roznych wartosci wtasnych sg ortogonalne.

Dowdd. Niech A1 # Ao bedg wartosciami wtasnymi pewnej macierzy sy-
metrycznej, rzeczywiste:

Ax1 = A\xq (29a)

AX2 — )\2X2 (29b)

Mnozymy lewostronnie pierwsze z réwnan (29) przez xg, drugie za$ przez
x1

XgAX]_ = Alxgxl (30a)

X,{AXQ = )\QX{XQ (30b)
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Podobnie jak poprzednio, korzystajgc z symetrii macierzy A, mozemy ta-
two pokazaé, ze x5 Ax; = xi Ax,. Odejmujac réwnania (30) stronami
otrzymujemy

0= (A1 — \o)xbx; (31)

a zatem, poniewaz A1 # Ao, widzimy, iz x4x; = 0.
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Inne wiasnosci macierzy symetrycznych, rzeczywistych

1. Odwrotno$¢ macierzy symetrycznej jest symetryczna. Jezeli AT = A
T
oraz det A # 0, wéwczas (A—1> = A1

2. Ortogonalna transformacja podobienstwa zachowuje symetrie. Niech
AT = A oraz OO = I. Wéwczas

A = 0'AO (32a)
(A)" = (0TA0) =07AT0=0TA0=A' (320)
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Prosty przykiad

Chcemy znalez¢ wartosci wtasne i odpowiadajgce im unormowane wek-
tory wtasne macierzy

(33a)

[

—4 13
Wielomian charakterystyczny ma postac

PO = (7 =M)(13=)) — (—=4)(-4) = A2 —201A+ 75, (33b)
a jego pierwiastkami sg A = 5, A = 15. Sg to poszukiwane wartosci
wiasne.

Oznaczajgc przez a, b sktadowe wektora wtasnego i podstawiajgc A = 5
do rownania Ax = A\x otrzymuje

2a —4b
—4a —+8b
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Rozwigzaniem jest a = 2b, wiec po unormowaniu okazuje sie, ze wekto-
rem wiasnym macierzy (33a) do wartosci wtasnej A\ = 5 jest wektor

-
e = | ¥° (330)

V5

Podobnie, podstawiajgc A = 15 do réwnania Ax = A\x, otrzymujemy

—8a —4b =
{ —48La —2b = 8 (33e)
Tu z kolei rozwigzaniem jest b = —2a, wiec po unormowaniu jako wektor
wiasny do wartoéci wtasnej A = 15 otrzymujemy
T
= % (33f)
| V5

Copyright © 2020 P. F. Géra 14-37



Przyklad: Wartosci i wektory witasne macierzy 4 x4

Dana jest macierz

A =

(4 1
1 -1
1 3
1 O

NOO R

1
3
—1
O

(34a)

Jest to macierz symetryczna i rzeczywista, wiemy zatem, ze musi miec
rzeczywiste wartosci wtasne. Aby je znalez¢, musimy najpierw znalezé
wielomian charakterystyczny:

4 — \ 1 1 1
1 —1-x 3 0
P()\) = ] 3 1-x 0o (34b)
1 0 O 2—A
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Jest to wyznacznik 4 x4, bedziemy go oblicza¢ korzystajgc z rozwiniecia
Laplace’a, dla wygody, wedtug czwartej kolumny.

1 -1-X 3
P = (D% 1.1 3 —1-2)
1 0 0
4-\ 1 1
+ (-4 2-N 1 —-1-x 3
1 3 —1-2)
—(A2+2/\—8)+(2—A)(—/\3+2,\2+18,\—24)
A — 423 — 1502 + 58\ — 40 (34c)

Wielomian (34c¢) ma wspétczynniki catkowite, warto wiec sprobowac po-
szukac jego miejsc zerowych badajgc podzielniki wyrazu wolnego. Istot-
nie, P(1) = 0. Dzielimy teraz P(\) przez dwumian (A—1). W tym celu
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rozwigzujemy uktad rownan

by = 1 (34d)
—b3+by = —4 (34e)
—bo+b; = —15 (34f)
—by+bg = 58 (349)

skad wnioskujemy, ze
P(A) = (A—1) (A% —3)3% — 181+ 40) (34h)

Wystepujacy tu wielomian trzeciego stopnia takze ma wspotczynniki cat-
kowite, a jednym z jego miejsc zerowych (i zarazem podzielnikiem wyrazu
wolnego) jest A = 2. Po raz kolejny obnizamy stopien wielomianu, rozwig-
Zujac

cr = 1 (34i)
—2cp+c3 = -3 (34))
—2c1 +cg = —18 (34K)
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czyli

PO =0-1)(\—2) (/\2 - 20) (341)
Teraz w znany sposoOb znajdujemy pierwiastki wielomianu stopnia drugiego:
A = 5 oraz A = —4. Ostatecznie

PMN=A-5M)-2 -1+ 4) (34m)

a wiec wartosciami wtasnymi macierzy

uwazmy, ze wszystkie one sg dzielnikami wyrazu wolnego wielomianu (34c

34a

sg liczby 5,2,1,—4 (za-

Copyright © 2020 P. F. Géra
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Przystepujemy do obliczania wektoréw wtasnych. Oznaczmy symbolicznie
poszukiwany wektor wtasny przez x = [a, b, ¢, d]. Podstawiamy A\ = 5 do

wyrazenia Ax = Ax i otrzymujemy

(—a + b 4+ ¢ + d
a —6b —+43c

N\

a —+3b

a

\

|
oOooo

(34n)

Rozwigzania zalezg od jednego parametru: a = 3d, b = ¢ = d. Po

unormowaniu jako wektor wtasny macierzy

5 dostajemy

w

do wartosci wiasnej A =

2v/3
1
23
ep = | 2Y3 (340)
2v/3
1
2v/3
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Aby znalez¢ wektor wlasny do wartosci wtasnej A = 2, podstawiamy te
wartos$¢ do Ax = Ax i otrzymujemy

(2a + b + ¢ +d = O
a —3b +3c = 0
| o +3b —3c = 0 (34p)
. a = 0
skagd a = 0, b = ¢, d = —2¢, CO po unormowaniu daje jako wektor wtasny
do wartosci wlasnej A = 2
[ 0
1
V6
ex = | 1 (349)
V6
_ 2
V6
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Podobnie postepujemy dla wartosci wtasnej A = 1, otrzymujac

(3a + b + ¢c +d = 0
a —2b —43c = 0
| o +3b —2¢ = 0 (341)
| a +d = O
skad wynika a = —d, b = ¢ = d, a po unormowaniu
-1
2
1
2
e3 = 1 (34s)
2
1
L 2 -
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Wreszcie dla A = —4 dostajemy

(8a + b + ¢ + d
a +3b +3c
a +3b +3c

. a —+6d

wieca = d = 0, b = —c¢, a po unormowaniu

7\

(34t)

|
OO0 OO

€3 =— (34U)

@) ﬁ‘“ &"‘ @)
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Zdegenerowane wartosci wiasne

Twierdzenie o ortogonalnosci wektorow wtasnych gtosi, ze wektory wita-
sne macierzy symetrycznej, rzeczywistej do roznych wartos$ci wtasnych sg
ortogonalne. Co jednak, gdy jaka$ warto$¢ wiasna sie powtarza? Ma
to miejsce, gdy réwnanie charakterystyczne ma pierwiastek wielokrotny.
Takg warto$¢ wtasng nazywam zdegenerowanag.

Jesli ktoras warto$¢ wtasna jest zdegenerowana, wektory wtasne do tej
wartosci wtasnej rozpinajg pewng podprzestrzen (podprzestrzen wtasng)
0 wymiarowosci wiekszej niz 1, ortogonalng do pozostatych wektorow wia-
snych. W takiej podprzestrzeni wtasnej zawsze mozna wybra¢ baze orto-
normalna.
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Przykiad: macierz ze zdegenerowanymi wartosciami wiasnymi

Znajdzmy wartosci wtasne macierzy
0 1 1|
1 01
1 1 0|
Jest to macierz symetryczna, rzeczywista, wiec jej wartosci wtasne sg rze-
czywiste, a wektory wtasne do roznych wartosci wkasnych sg ortogonalne.

A= (35)

Rownaniem charakterystycznym jest

A 1 1
1 —A 1|=-X431x4+2=0 (36)
1 1 —\

Korzystajac z odpowiedniego twierdzenia, tatwo sprawdzi¢, ze A = 2 jest
catkowitym pierwiastkiem wielomianu (36), gdyz —23 + 3.2 42 = 0.
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Algorytm dzielenia wielomianu (36) przez dwumian (A—2) prowadzi do

uktadu rownan

b = —1 (37a)

—2bb+b; = O (37b)

—2b1+bg = 3 (37¢)

skad b, = —1, by = —2, bg = —1, a zatem réwnanie charakterystyczne

przybiera postac

234342 =(0-2)(=A?-22-1) = —-(A—-2)(A+1)2 = 0. (38)

Ostatecznie widzimy, ze warto$ciami wtasnymi macierzy

35

sg\ = 2

oraz A = —1, przy czym ta druga jest dwukrotnie zdegenerowana.

Copyright © 2020 P. F. Géra
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Przystepujemy do szukania wektoréw wtasnych. Oznaczmy symbolicznie
poszukiwany wektor przez x = [a, b, c]. Bierzemy A = 2 i wstawiamy do
rownania Ax = Ax:

—2a+b+c = 0 (39a)
a—2b+c = O (39b)
a+b—2c = 0 (39c)

Wyznacznik gtowny tego uktadu — jak wiemy — wynosi 0, a rozwigzania
zalezg od jednego parametru: a = b = ¢. Po unormowaniu dostajemy

(40)

€1 —

S gh

jako unormowany wektor wtasny macierzy (35) do wartosci wtasnej A = 2.
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Teraz bierzemy A\ = —1. Wszysikie trzy rédwnania definiujgce sktadowe
wektora wtasnego redukujg sie do jednego réwnania:

a+b+c=0

I mozemy wzigé dowolne liczby spetniajgce ten warunek; zauwazmy, ze
jest to warunek ortogonalnosci do wektora (40), co nie powinno dziwic.

(41)

Wezmy b = —a, ¢ = 0, co po unormowaniu daje
1
v
= | ——= 42
e2 vz, (42)
O -
Drugiego wektora wiasnego do wartoéci wtasnej A = —1 musimy szukac
jako wektora ortogonalnego do (40) i liniowo niezaleznego od (42). Wy-

godnie jest przyjac, ze ten trzeci wektor wiasny jest takze ortogonalny do
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42), czyli jego sktadowe muszg spetniac

Unormowanym rozwigzaniem jest

a+b+c=0 (43a)
a—b=0 (43b)
S
v
€3 — \/—6 (44)
2
=

Uktad wektoréw {e1, e>, e3} stanowi uktad wzajemnie ortogonalnych wek-

torow wtasnych macierzy

35

. Jak widzimy, wektory wtasne do roznych

wartosci wtasnych koniecznie muszg by¢ ortogonalne, natomiast wektory
wlasne do tej samej, zdegenerowanej warto$ci wiasnej mozemy dobrac
tak, aby byty do siebie ortogonalne.
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Zadanie ©

Znajdz wartosci wlasne i unormowane, wzajemnie ortogonalne wektory
wtasne macierzy

411 1
1200
1020 (45)
100 2

Wskazdowki:

1. Szukajgc wielomianu charakterystycznego, prosze zastosowac rozwi-
niecie Laplace’a wzgledem czwartej kolumny.

2. Wielomian charakterystyczny ma wspotczynniki catkowite i, jak sie
okazuje, wszystkie jego pierwiastki sg catkowite. Prosze sprawdzié
podzielniki wyrazu wolnego.
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Podsumowanie

Podsumowujgc rozwazania dotyczgce wartosci i wektorow wtasnych ma-
cierzy symetrycznych, rzeczywistych, mozemy powiedzie¢, ze

1. Wartosci wtasne macierzy symetrycznych,
rzeczywistych sg rzeczywiste i jest ich tyle (liczac
z krotno$ciami), ile wynosi wymiarowos¢
przestrzeni,

2. Wektory wtasne macierzy symetrycznych,
rzeczywistych do réznych wartosci wtasnych sg
ortogonalne;
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3. W przypadku zdegenerowanych wartosci
wlasnych, zawsze mozemy dobra¢ wektory wtasne
tak, aby byty ortogonalne,

z czego wynika, ze
Unormowane wektory wtasne macierzy

symetrycznej, rzeczywistej stanowig baze
ortonormalng w R™.
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Diagonalizacja macierzy symetrycznej, rzeczywistej

Kazdg macierz symetryczng, rzeczywistg daje sie zdiagona-
lizowac¢. Diadonalizacja ma forme ortogonalnej transformaciji
podobienstwa

diag {\1, Ao, ..., An} = STAS (46)

gdzie kolejne unormowane wektory wtasne macierzy A tworzg

kolejne kolumny macierzy ortogonalnej S.
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Uogodlniony iloczyn skalarny

lloczyn skalarny w R™ definiujemy jako x!y = x!Ty. Macierz I jest oczy-
wiscie symetryczna, rzeczywista. Co by sie stato, gdyby zamiast macierzy
jednostkowej wstawi¢ tam jakgs inng macierz?

X0y = XTAy (47)

Macierz A koniecznie musi by¢ symetryczna, gdyz definicja iloczynu ska-
larnego wymaga symetrii:

yox =yl Ax = (yTAX)T =xIATy =xTAy =xoy, (48)

co jest mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy A1 = A.
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Pojawia sie inny problem: lloczyn skalarny musi by¢ dodatnio okreslony:
Vx#0:x Ax >0 (49)

Macierze symetryczne spetniajgce warunek (49) nazywam dodatnio okre-
slonymi. Jezeli macierz jest symetryczna i dodatnio okreslona, wyrazenie
47) definiuje iloczyn skalarny. Jest to inny iloczyn skalarny, niz “eukli-
desowy” iloczyn x1'y, naturalny dla przestrzeni R”, ale formalnie jest on
poprawnie zdefiniowany.

Sens tego iloczynu skalarnego (47) najlepiej zobaczy¢ przechodzac do
bazy, w ktérej macierz A jest diagonalna. Z wyrazenia (46) otrzymujemy

A = Sdiag{\1,..., ST (50)

co po wstawieniu do (47) daje

x"Sdiag {A1, ..., A} 8Ty = (S7x)" diag {A1,..., A} (STy) (51)
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STx, STy to wektory x,y wyrazone w innej bazie. W tej bazie uogdl-
niony iloczyn skalarny dziata podobnie, jak zwykty, z tym, ze przyczynki od
poszczegolnych, wzajemnie prostopadtych, kierunkdéw, odpowiadajgcych
Kierunkom wektorow wtasnych macierzy A, sg domnazane przez dodatnie

wagi, rowne wartoéciom wtasnym A.

Obserwacja: Macierz symetryczna jest dodatnio okre$lona wtedy i tylko

wtedy, gdy jej wszystkie wartosci wtasne sg wigksze od zera.

Wektory ortogonalne w sensie uogdélnionego iloczynu skalarnego (47) na-
zywa sie wektorami sprzezonymi wzgledem macierzy A.
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Rozklad jednosci

Niech {e;}"_; stanowi baze ortonormalng w R". Wowczas

> e,L-eZT = 1. (52)

(Zauwazmy, ze obiekty ez-e;-r to operatory (macierze). Nazywa sie je ope-
ratorami rzutowymi, gdyz rzutujg dowolny wektor na wektor e;.)

Dowod. Skoro wektory {e;}i*_; stanowi baze, kazdy wektor mozna przed-
stawi¢ jako kombinacje liniowg tych wektorow bazowych:

n
vV = Z a;€; . (533.)
j=1
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Liczymy

mn
Z eie;[
i=1

n n
Soeel | Y aje; = Z oz]eze €;
i=1 =1 i=1

570

n
Z Q;0;;€; = Z aje; =v (53b)
,7=1

a zatem dziatanie operatora (52) nie zmienia wektora v. Poniewaz zacho-
dzi to dla dowolnego wektora, operator (52) musi by¢ operatorem tozsa-
mosciowym, 1.
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Twierdzenie spektralne

Niech A € R"*"™ bedzie macierzg symetryczng, rzeczywistg. Aq,...,\n
sg jej wartosciami wtasnymi, a eq, . . ., e, odpowiadajgcymi im unormowa-
nymi wektorami wtasnymi. Wowczas

n
A=\ e;el . (54)
1=1

Operator po prawej stronie (54) nazywam rozkiadem spektralnym opera-
tora A.

Dowod. Korzystam z reprezentacji (53a)) i obliczam

n n
Av=A ) ajej= ), ajAe
j=1 j=1 j=1

|
Q
<.
>~
<.
@
<
‘O
ol
£
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Z drugiej strony

n n
S Neel | v Z by oz]eze ej = Z Aiaibiie; = > ajAje;
i=1 i=1

1,7=1

1,J=1
(55b)

Poniewaz prawe strony (55a

, (55b) sg sobie rowne i zachodzi to dla do-

wolnego wektora v, rownosc¢

o4

musi by¢ prawdziwa tozsamosciowo.

[]

Uwaga: Réwnosé jest najprostszg formag twierdzenia spektralnego. W przypadkach
operatoréw niehermitowskich oraz w przestrzeniach nieskonczenie wymiarowych twier-
dzenie spektralne przybiera bardziej skomplikowang forme.
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Przyktad

Wezmy dwa wektory z R?:

e = f : e = _f (56a)

Jak tatwo sprawdzi¢, sg one wzajemnie ortogonalne i unormowane, stano-
wig wiec baze w R2. Mamy

1| [L ;] 1 [L _;]
ele{—l—egegz \/15 V2 V2 -+ \/15 V2 V2
V2 V2
RN
10
= 11T 1 1 :[o 1] (56b)
_2 2_ I 2 2_
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Podobnie

1| [L ;] 1] [L _L]
Qele?+4egeg = 2. \/15 V2 V2 + 4 \/15 V2 v2
V2 V2
1 17 T 1 17 '
2 2 2 2
= 211 1| T4 | 1 1
_2 2_ I 2 2_
11 > 2] [ 3 -1
i E R R e B

Macierz po prawej stronie (56c) jest symetr

yczna, rzeczywista, a jej rowna-

nie charakterystyczne ma postaé (3—\)2—1 = 0. Warto$ciami wtasnymi

sg \1 = 2, A\» = 4, a wektory (56a) sg

odpowiadajgcymi im wektorami

jest rozktadem spektralnym tej

wtasnymi. Wyrazenie po lewej stronie (96¢C

macierzy.
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Funkcje macierzy

Niech A bedzie macierzg symetryczng, rzeczywistg, posiadajgcg rozktad
spektralny (54). Niech f : R — R bedzie jakas funkcjg. Definiuje funkcje
macierzy nastepujgco:

FA) =Y f(\) eel (57)
1=1

Definicja (57) ma sens tylko wtedy, gdy dla kazdej wartoéci wtasnej wy-
razenie f(\;) jest dobrze okreSlone. Na przykiad tylko macierze syme-
tryczne i dodatnio okre$lone mozna w powyzszym sensie pierwiastkowac
lub logarytmowac.
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Potegowanie macierzy kwadratowych

Naturalne potegi macierzy definiujemy jako mnozenie macierzy przez sie-

bie:
=A-Av---A

n razy

(58)

Zauwazmy, ze dla macierzy symetrycznych, rzeczywistych, a wiec posia-

dajgcych rozktad spektralny, definicja ta zgadza sie z wyrazeniem
przyktad dla A2

o7).

Na

2
n n
A2 — (Z )‘zeze;r> Z )\)\ eze e;je j = Z )\Z)\jc?meze]T
1=1

1,7=1 1,7=1
& 2 T
= > A7 €€ (99)
1=1
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Dla macierzy odwracalnych mozna tez definiowaé potegi ujemne, jako po-
tegi macierzy odwrotnej. Ponadto dla A # 0 przyjmujemy A® = 1. W ten
sposOb mamy zdefiniowane wszystkie catkowitoliczbowe potegi macierzy
(potegi ujemne nie zawsze istniejg!) i zachodzg zwykie zasady sktadania

poteg.

Niecatkowite potegi macierzy mozna definiowac tylko w sensie rozktadu
spektralnego.
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Macierze nilpotentne

WsSrdd macierzy, ktore nie sg symetryczne, zdarzajg sie macierze nilpo-
tentne, to znaczy takie, ktorych pewna potega (a zatem i wszystkie wyz-
sze) sg macierzami zerowymi.

Przykiady

Sal=[s5)[ss]=[e8] e

O O
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(60Db)
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Macierze idempotentnte

Macierz jest idempotentna, je$li A2 = A. Macierz jednostkowa jest idem-
potentnta. Macierz idempotentna, ktdéra nie jest macierzg jednostkowa,
jest osobliwa.

Przykiady

2 —11° [2 —1][2 1] [4-2 —241] [2 -1
2 —1 |2 -1 2 —-1| |4-2 —24+1]| |2 -1
)

Operator rzutowy ee’’, gdzie ||e|| = 1, jest idempotentny. Istotnie,
(eeT)2 —ecelee! = ee! (61b)

=1
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Macierzowa funkcja wyktadnicza

Funkcje wyktadniczg definiujemy jako sume nieskonczonego szeregu

ooxk

e’ = exp(x) =
k=0
Szereg (62) zawiera wytgcznie naturalne potegi =™, nie ma wiec prze-

szkdd, by te definicje uogdini¢ na dowolne macierze kwadratowe:

exp(A) = i gAk (63)
k=0 "
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Wiasnhosci macierzowej funkcji wyktadniczej

exp(AT) = (exp(A))” (64a)
exp(A™) = (exp(A))” (64b)
[A,B] = 0 = exp(A) exp(B) = exp(A 4+ B) (64c)

Ostatnia zaleznos¢ jest bardzo wazna. Méwi ona, ze jesli dwie macierze
komutujg, eksponenta ich sumy jest rowna iloczynowi eksponent, tak, jak
dla liczb. Jesli macierze nie komutujg, eksponenta sumy nie jest rdwna
iloczynowi eksponent. Za to zawsze zachodzi

exp(A)exp(—A) = exp(0) =1 (64d)
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Przykiad

Obliczmy
exp (7-8) = exp ([ b ] 5) (65a)

Zauwazmy, ze

a wobec tego
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Podstawiajgc do definicji macierzowej funkcji wyktadniczej otrzymujemy

exp (o:3)

gdzie skorzystaliSmy z rozwiniecia Taylora funkcji sinus i kosinus. Jak wi-
dzimy, otrzymalismy macierz obrotu ptaskiego, co nie jest przypadkowg

koincydencjg ©.

> T

k=0

i 52]« 2k_|_ i sz—l—l okt 1
i=o (k)7 kzo(2k+1)' )
o0 52]@ 52k+1

k
2 (1) eI Z(_ " Qk+ 1)1 7

cospBl+sinBo;,

CosfB —sinpg
sin3 cosp
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Funkcja wyktadnicza macierzy symetrycznych, rzeczywistych

Jesli macierz jest symetryczna, rzeczywista, zachodzi

Ak — (S diag {\1,..., n} ST)k

o0

. Wobec tego

= Sdiag{...}S?Sdiag{...}s’...Sdiag{...}S? (66a)

Wewnatrz tego wyrazenia, pomiedzy kazdymi kolejnymi wystgpieniami ma-
cierzy diagonalnej diag{. .. }, pojawiajg sie iloczyny ST'S, ktére sg rowne .

Zatem

A™ = Sdiag{...}--diag{...} S’

k Fézy
S (diag {\1,..., A )" ST
Sdiag {)\%,..., AF1s”

(66b)
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Wstawiajgc to wyrazenie do definicji funkcji wyktadniczej dostajemy

— 1 r_ <« 1. k kvaT
exp(A) = ) —A¥= ZHSdlag{A ., AP LS

|
k=0 k! k=0

©.@)
= S Zidiag{/\’f ARV ST
k! o

k=0

: 2 MY 2N o7
— Sdiag Zk_ . i S

st (67)
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Przykiad

Chcemy obliczy¢

exp ([ _i _‘3‘ ] t) | (68a)

gdzie t jest liczbg rzeczywistg. Liczba ta domnaza macierz, a wiec do-
mnaza jej wartosci wtasne, nie wptywajgc na wektory wtasne. Rowna-
nie charakterystystyczne macierzy, ktorej eksponente chcemy obliczy¢, ma
postac

3—-X -4
4 3- )

%:B—AF—16=0 (68b)

a wiec wartosciami wlasnymi sg A = 7 i A = —1. Jak tatwo sprawdzic,
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wektorami wtasnymi sg

1 1
81={_\?], 62:{\?] (68c)
V2 V2
a wobec tego macierzg diagonalizujgca jest
1 1 1
S = 7 [ 11 ] (68d)

Ostatecznie

([ 2 3))

NIFR N+~
|

= =

= =

| I |

1

o

O

| | ~
o

| O

~

| I— |

1

= =

|

[y WY

| I— |
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Sprzezenie hermitowskie

Sprzezenie hermitowskie jest ztozeniem sprzezenia zespolonego oraz trans-

pozycji. Dla macierzy rzeczywistych sprzezenie hermitowskie jest zwyktg
transpozycja.

Przykiady
_ 1-—'—
T . .
1 2 |1 32 21 | o
[—37: 4@]_[2 —42'] —3p | TP T

L 4_

[ 1 2r_ S

—1 =3 4 5> _a;
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Witasnosci sprzezenia hermitowskiego

Sprzezenie hermitowskie odwraca kolejnosc¢ iloczynu:

(AB)T = BTAT (69)
Z tego wynika, ze
(a7)" = (a9’ 70
a zatem
exp (AT) = (exp(A)) (71)

Copyright © 2020 P. F. Géra 14-80



lloczyn skalarny w C"

Dopuszczajgc wektory i skalary zespolone, musimy nieco zmodyfikowac
definicje iloczynu skalarnego, tak by uwzgledniata ona to, ze cze$¢ urojona
zmienia znak przy sprzezeniu zespolonym. W szczegdlnosci

e Vx,yeC:xo0y = (yox)™.
e Vx,y €C, a € C: (ax) oy = xo0 (a*y)

W przypadku rzeczywistych wektorow i skalaréw zasady te sprowadzajg
sie do zasad, ktére juz znamy. Nie zmienia sie wymoég dodatniej okres-
lonosci:

o Vxce(C", x#0:x0x > 0.
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Jako definicje iloczynu skalarnego w C™ przyjmujemy uogodlnienie definic;ji
“euklidesowe;j”:

Xoy = XTy (72)
W tej sytuacji dlugoscig wektora jest

Ix|| = Vx'x = J 3 i) (73)

1=1
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Przykiad

Znajdzmy wartosci wtasne i wektory wtasne macierzy obrotu ptaskiego.
W tym celu znajdujemy rdwnanie charakterystyczne:

cCosg— A —sing

sin 3 CosfB — A
Znaleziony wielomian charakterystyczny nie ma pierwiastkdw rzeczywi-
stych (poza przypadkiem sin 8 = 0), gdyz jest sumg dwu sktadnikow
nieujemnych. Istniejg dwa pierwiastki zespolone: Ay = cos g + ¢sin S,
Ao = cos B — isin 5. Zauwazmy, ze |\1| = |Ap| = 1. W celu znalezienia
wektorow witasnych podstawiamy jedng z wartosci wtasnych do rownania
definiujgcego wektory wiasne:

a(cosB —(cosp+isinB))+b(—sinpB) =0 (75a)
—ia—b=0 (75b)
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Rownanie na drugi wektor wiasny bedzie sie rézni¢ jedynie znakiem przy i.
Wektorami wtasnymi sg

1 1
e = v2 er = | V2 (76)
V2 | V2

Zauwazmy, ze wektory (/6) sg unormowane w sensie (/3) i ortogonalne
w sensie (72).
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Sprawdzamy:

cosf —sinf 1 [cosB —sing 1
sinB cosg |t T V2| sing  cosp —i
1 [ cosB+ising
— —Q_Sinﬁ—z'cosﬁ
1 cos B+ isin 3
2| —i(ising+cosp) |
= \%(cosﬁ—l—ismﬁ)
= (cospB+1isinfB)eq (77)

| analogicznie dla drugiej pary wartos¢ wtasna-wektor wiasny.
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Macierze unitarne

Macierz U € C"*"™ nazywam macierzg unitarng, jezeli

Ulu=Uuul =1 (78)

Macierze unitarne sg uogolnieniem pojecia macierzy ortogonalnych na
przypadek zespolony. Wtasno$ci macierzy ortogonalnych:

1. U-l=ur.
2. |detU| = 1. Istotnie, 1 = detl = det (UTU) = (det UT> (det U)
= (det U)* (det U) = |det U|°.

3. Macierze unitarne w C"*"™ tworzg grupe. Dziataniem grupowym jest
mnozenie macierzy.

Copyright © 2020 P. F. Géra 14-86



4. Kolumny macierzy unitarnej sg unormowane w sensie

/3

| wzajem-

nie prostopadte w sensie (/72). Kolumny macierzy unitarnej tworzg

baze w C™.

5. Macierz unitarna zachowuje iloczyn skalarny. Istotnie,

(Uu) o (Uv) = (Uu)' (Uu) = ufUTUv = ufv =uov.

6. Kazda rzeczywista macierz ortogonalna jest unitarna.
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Macierze hermitowskie

Mowig, ze macierz H € C™*" jest hermitowska, jezeli

H' = H (79)

Macierze hermitowskie sg uogolnieniem pojecia macierzy symetrycznych,
rzeczywistych na przypadek zespolony i dzielg z nimi szereg wiasnosci.

e Kazda macierz symetryczna, rzeczywista jest hermitowska.

e WartosSci wtasne macierzy hermitowskich sg rzeczywiste, cho¢ odpo-
wiadajgce im wektory wtasne mogg by¢ zespolone.
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e Wektory wtasne macierzy hermitowskich do réznych wartosci wtasnych
sg ortogonalne w sensie (72).

e Unormowane wektory wtasne macierzy hermitowskiej tworzg baze w C™.
e Macierz hermitowskg mozna zdiagonalizowa¢ za pomoca unitarnej
transformacji podobienstwa
diag {\1, A2, ..., A} = UTHU (80)

gdzie kolejne unormowane wektory witasne H stanowig kolejne ko-
lumny unitarnej macierzy U.

e Odwrotnos¢ macierzy hermitowskiegj, jesli istnieje, jest hermitowska.

e Kazda unitarna transformacja podobienstwa (nie tylko transformacja
diagonalizujgca) zachowuje hermitowskosc.

e Jezeli macierz H jest hermitowska, macierz exp(itH) jest unitarna.
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Istotnie,

(exp(itH))T = exp ((itH)T> = exp (—z'tHT) = exp(—itH)
(81a)
wobec czego

exp(itH) (exp(itH))T = exp(itH) exp(—itH) =1 (81b)
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Przykiad

Znajdzmy wartosci i wektory wtasne macierzy

"0 0 0 1]

o 0 i o0
H=10 _i 0 o0 (82)

'1 00 0

Jest to macierz hermitowska. W celu znalezienia wartosci wtasnych obli-
czamy

-A 0 0 1°
0 -A i O
0 —i —A O
1 0 0 —A.

Jest to wyznacznik 4 x 4. Obliczymy go korzystajgc z rozwiniecia Laplace’a

P(\) = (83)
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wzgledem pierwszej kolumny

—A O 0 0O 1
P = (DT 5 X o041 —x o0
O 0 =X —i —AXA 0
= A=+ - —-1)=x1*"—21"+1
= (P -1)?=0-1°0+1)° (84)
Warto$ciami wikasnymi sg A = 1, A = —1, obie dwukrotnie zdegenero-

wane.

Aby znalez¢ wektory wiasne odpowiadajgce A = 1 podstawiamy te war-
tos¢ i wektor o sktadowych oznaczonych a, b, ¢, d do rébwnania Ax = A\x
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| otrzymujemy

—a +d
—b + ic
—ib —c
a—d

=0 (85a)
0 (85b)
o) (85c¢)
0 (85d)

z ktérych tylko dwa sg niezalezne. Wektory wtasne do wartosci wtasne;
A = 1 zalezg od dwoch parametréw i muszg miec postac

| jak dtugo majg postac (86

a
1c
C
a

(86)

, mozna je wybra¢ dowolnie. Wygodnie je
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dobra¢ tak, aby byty ortogonalne, na przyktad (po unormowaniu)

1 1
2 2
% _3
— = 2 87
e1 10 B (87)
2 2
1 1
| 2 | 2
Powtarzamy te samg procedure dla A = —1.:
a+d = O (88a)
b+ic = O (88b)
—ib+c = 0 (88c)
a+d = O (88d)
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wobec czego wektory wtasne do wartosci wkasnej A = —1 muszg mieC

postac

Zauwazmy, ze wszystkie wektory postaci

(89)

sg ortogonalne do juz zna-

lezionych wektorow eq, e>. Jako wzajemnie ortogonalng pare wektorow

postaci (89) wybieramy

1 1
> )
_ 4 4
_ 5 )
ey = 90
3 1 ] (90)
> 2
_ 1 1
B 2 i 2
14-95
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