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Ukiad rownan

Uktad réwnan liniowych ma postac

(

a11r1 + aipx> + a13r3 + + aipTn = b1
a21r1 + aooxo> + an3r3 + + aoprn = b2
§ a31T1 + azoxo> + a3z3r3z + + azpTn = b3 (1)
| ap171 + apoxo + ap3zrz + ... + annrn = bn

Liczby a;; nazywamy wspofczynnikami uktadu rownan, liczby b; wyrazami
wolnymi. x; oznaczajg niewiadome. W powyzszych oznaczeniach i, =
1,...,n: w tym wyktadzie ograniczamy sie do przypadkoéw, w ktérych
liczba rownan zgadza sie z liczbg niewiadomych.
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Zapis macierzowy

Zgodnie z zasadami mnozenia macierzy, uktad réwnan (1) mozna zapisac
w postaci

a1l ai2 ai3 ... Qaip X1 b1
a1 a»2 a»3 ... aoy XD b
a3zl a3z a3z ... asp r3 | = | b3 (2)
_anl an2 anp3 ann_ _SUn_ _bn_
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Zapis symboliczny

Poniewaz macierze jednokolumnowe mozna utozsamiac z wektorami z prze-
strzeni R™ (lub C™), uktad réwnan mozna zapisa¢ symbolicznie w po-
staci

Ax =b, (3)

gdzie A jest macierzg wspotczynnikdw, o elementach a;;, b jest wektorem
wyrazow wolnych, czyli wektorem o sktadowych b;, natomiast x reprezen-
tuje wektor niewiadomych, a jego sktadowe oznaczamy x;.

AecR"™" x beR?Ilubtez A € C"*", x,b € C". W kazdym wypadku
zaktadamy, ze znamy wszystkie elementy macierzy A oraz wszystkie skta-
dowe wektora b. Naszym celem jest obliczenie sktadowych wektora nie-
wiadomych, x.

Wyrazenie (3) jest rownaniem liniowym w przestrzeni R (lub C™).
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Rzowiazanie formalne

Formalne rozwigzanie réwnania (3) ma postac
x=A"1b, (4)

o ile macierz odwrotna A~1 istnigje. Wiemy juz, ze warunkiem koniecz-
nym i wystarczajgcym istnienia macierzy odwrotnej jest, aby det A # 0.
Whioskujemy stad, ze jezeli wyznacznik macierzy wspoétczynnikdw uktadu
rownan (1)) nie znika, uktad ten ma jednoznaczne rozwigzanie.

Caveat emptor! W og6lnym wypadku jawna konstrukcja macierzy odwrotnej do macierzy

wspoétczynnikdow, A~ nie jest najbardziej efektywnym sposobem rozwigzywania uktadu
rownan liniowych.
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Wzory Cramera

Niech W oznacza wyznacznik macierzy wspétczynnikow uktadu réwnan

2), W = det A. Wyznacznik ten nazywamy wyznacznikiem gtownym.

Tworzymy wyznaczniki poboczne W; przez zastgpienie i-tej kolumny ma-
cierzy wspotczynnikow przez kolumne wyrazow wolnych:

b1 a1z a1z ... aip a1 b1 ai3 ain
bo asp apz ... apy a1 by ap3 azp,

Wi =|b3 a3zx az3 azp |, Wo=|a3z1 bz az3 azy |, itd
bn an2 an3 Ann an1 bn ap3 Ann

(5)
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Twierdzenie (Cramera): Jezeli W # 0, uktad rownan (1)) ma
jednoznaczne rozwigzanie, przy czym

Wl WQ Wh,
Ll — 59 L2 — —~

N :
%% %% %%

Jezeli W = 0, a ktorykolwiek W; # 0, uktad rbwnan jest
sprzeczny (nie ma rozwigzan).

Jezeli W = 0 oraz wszystkie W, = 0, uklad rownan ma

hieskonczenie wiele rozwigzan.
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Obserwacja. Jezeli det A # 0, jedynym rozwigzaniem jednorodnego
uktadu rownan

Ax =0 (7)

jest x = 0. Warunkiem koniecznym na to, aby jednorodny uktad réwnan
posiadat nietrywialne (niezerowe) rozwigzanie, jest det A = 0.
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Przyktad 1

Rozwigz przy pomocy wzoréw Cramera nastepujacy uktad réwnan:

4e 4+ 3y — 5z = 2 (8a)
5r — 2y + 7z = 10

3 -5 3
W = |4 3 -5
5 -2 7

= 3.3.74(=5)-(=5)-5+4-(-2)-3
~ 5.3.3-3.(=5)-(=2)—4-(=5)-7=1229 (8Db)

Copyright © 2020 P. F. Géra 13-9



1 -5 3
We = | 2 3 -5
10 -2 7
= 1-3.74(=5)-(=5)-104+2-(-2) -3

~ 10:3:3-1-(=5)-(=2)-2-(=5)-7=229 (8¢)

3 1 3
W, = |4 2 -5
5 10 7
= 3.2.741-(-5)-54+4-10-3
. 5.2.3-4.1-7-10-(-5)-3 =229 (8d)
3 5 1
W, = |4 3 2
5 —2 10
= 3.3.104(=5)-2-(=2)+5-(=5)-2
—~ 5.3.1-4.(=2)-1—4.(=5)-10 =229 (8e)

Copyright © 2020 P. F. Géra 13-10



Wae 229

%% 229
W, 229
= 2 = = 8
Y7 w T 229 (89)
22
, = Ve 229 (8h)
%% 229
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Przyktad 2

Rozwigz przy pomocy wzoréw Cramera nastepujgcy uktad réwnan:

xr + 1wy — 2z = 10
x — vy + 2iz = 20 (9a)
ix + 3wy — (1+79)z = 30
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1 1 —2
W = |1 -1 2i | =6—8i (9b)
i 3 —(1+4)
10 ' —2
W, = |20 —1 2i | = —70 — 90: (9¢)
30 3i —(1414)
1 10 —2
W, = |1 20 2i | = —90 — 303 (9d)
i 30 —(1414)
1 10
W, = |1 —1 20 |=—-50—50i (9e)
r 3¢ 30
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Wy _ —70-90i _ (~70—90i)(6 +8i) _ 300 — 1100i

r = =

W 6 — 8i (6 — 8i)(6 + 8i) 100
= 3—11¢ (9f)
W, —90 — 30i
YT w 6 — 8i ' (99
%% —50 — 501
y = &= =17 (9h)
%% 6 — 8t
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Przykiad 3

Rozwigz przy pomocy wzoréw Cramera nastepujgcy uktad réwnan:

fr — 2y — bz = 1
—2xr + 4y — 2z = 1 (10a)
—5r — 2y + 7z =1
7 —2 —5
W=|-2 4 —2|=0 (10b)
-5 -2 7

Wyznacznik gtéwny znika, wiec ten uktad rdbwnan na pewno nie ma jedno-
znacznego rozwigzania. Czy istnieje rozwigzanie niejednoznaczne?
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1 -2 -5
1 -2 4
Poniewaz W = 0, ale W, #% 0, uktad rébwnan jest sprzeczny.
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Przykiad 4

Rozwigz przy pomocy wzorow Cramera nastepujacy uktad rownan:

(r — 2y — bz = -1
—2rx + 4y — 2z = O (11a)
—5r — 2y + Tz = 1

Wyznacznik gtéwny tego uktadu juz obliczaliSmy, patrz (10b), i wiemy, ze
W = 0. Czy istnieje rozwigzanie niejednoznaczne?
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-1 -2 -5
1 -2 v’
7 —1 -5

W, = | -2 0 —2|=0 (11c)
—5 1 V4
7 -2 -1

W, = | -2 4 o0|=0 (11d)
-5 -2 1

Wyznacznik gtdéwny i wszystkie wyznaczniki poboczne znikajg, wiec uktad
ma rozwigzanie, ale nie jest ono jednoznacze. Sprébujmy je znalezé.
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W tym celu biore dwa z réwnan (11a

fx — 2y
—2x + 4y

5z
2z

Il
|
O

| rozwigze je traktujgc z jako parametr. Otrzymuje

1

T=z——=,Y==2
6 Y

Zwréémy uwage, ze przy spetnieniu
nione tozsamosSciowo:

111

1
12

, trzecie z rownan

11a

(11e)

(11f)

jest spet-

1 1 5 >
5(s—)—2(s- V4 Tr= 54> _0st S 4 T7r=1=1
(z 6) (Z 12>+ ® Pt T T oI

(119)
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Przykiad 5

Jakie sg warunki istnienia i jednoznacznosci rozwigzan uktadu réwnan

r + ay —+ a’z = a3
r + by + b2z = b3 (12a)
r + cy + 2z = 3
Wyznacznik gtéwny tego uktadu wynosi
1 a a?
W = 1 b b2 =b02—|-ab2—|-a20—a2b—a02—b26
1 ¢ 2
= —(a—b)(a—c)(b—10) (12b)
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Jezeli liczby a, b, c sg parami rézne, uktad rownan (12a

ma jednoznaczne

rozwigzanie, ktére mozna wyznaczy¢ ze wzorow Cramera.

Jezelia = b # ¢, dwa z trzech rownan (12a) sg niezalezne. Biore pierw-

sze | trzecie rOwnanie
a3

3

;B—I—ay—l—aQZ
a:—l—cy—|—022

| rozwigzuje je, traktujac y jako parametr. Otrzymuje

r = —acla+c— z2)

y = a®+(a+c)(c—2)

(12¢)

(12d)
(12e)

a wiec rozwigzania zalezg od jednego parametru. Podobnie postepuije,
gdy a = ¢ # b, b = ¢ # a (trzeba wyeliminowac inne z trzech réwnan).
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Jezelia = b = ¢, tylko jedno z rownan (12a) jest niezalezne i otrzymuje
rozwigzanie zalezne od dwu parametrow:

x=a3—a2z—ay (12f)
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Komentarz: znaczenie wzorow Cramera

Wzory Cramera dostarczajg scistego, analitycznego kryterium istnienia i jed-
noznacznosci rozwigzan uktadu rownan (1)); co wiecej, jest to kryterium
konstruktywne. W praktyce wykorzystanie wzorow Cramera jest ograni-
czone przez koniecznoS¢ obliczania wyznacznikdéw, co w ogolnosci wy-
maga rzedu n! operacji, gdzie n jest wymiarowoscig problemu. Juz dla
n ~ 5 i wiekszych moze to by¢ bardzo ucigzliwe, a dla n > 1 oznacza to
bardzo duzg liczbe obliczen. Dlatego ze wzordw Cramera korzystamy dla
niewielkich uktadéw réwnan lub gdy dzieki szczegblnym witasnosciom ma-
cierzy wspotczynnikow, obliczanie odpowiednich wyznacznikow jest pro-
ste.

Poza tymi przypadkami korzystamy z innych metod rozwigzywania ukta-
dow réwnan liniowych.
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Co mozna zrobi¢ z uktadem réwnan
... tak, aby jego rozwigzania sie nie zmienity?

Rozwazam uktad réwnan (przyktad 3 x 3 dla oszczednosci miejsca):

a11r1 + aipxo + a13r3 = b1
a21x1 + a22x2 + ax3xr3z3 = bo (13)
a31r1 + a32r2 + az3r3 = b3

1. Réwnania mozna zapisa¢ w innej kolejnosci:
a>1x1 + apexr> + an3r3z = bo
a11x1 + aipxo> + a13r3z = b (14)
a31r1 + a3z2r2 + az3zrz = b3

Odpowiada to permutacji wierszy macierzy ukiadu rownan, z jedno-
czesng permutacja kolumny wyrazow wolnych.
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2. Réwnania mozna dodac¢ stronami, po pomnozeniu przez dowolng statg
rozng od zera:

ai1riy -+ aior2 -+ a13r3 = b1
a21r1 -+ a22T2 -+ a»3r3 = bo
(z-a11+az1)r1 + (z-ai2+az2)rze + (z-a13+4a33)xs = z-b1+ b3

Odpowiada to zastagpieniu jednego wiersza macierzy uktadu réwnan
przez dowolna kombinacje liniowa tego wiersza z innymi, z jednocze-
shg analogiczng operacja na kolumnie wyrazow wolnych.
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3. We wszystkich rownaniach mozna przestawi¢ kolejnosé, w jakiej poja-
wiajg sie zmienne:

a11r1 + a13x3 + aixro = b
ap1T1 + a23x3 + aopxo = by (16)
a31T1 + a33r3 + azpro = b3

Odpowiada to permutacji kolumn macierzy uktadu réwnan, z jedno-
czesnha permutacja kolumny niewiadomych.
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Eliminacja Gaussa

Rozpatrzmy jeszcze raz uktad réwnan

a11r1 + a12T2 + a13T3
ap1r1 + aoox> + an373
a3z1r1 + a32T2 + a33r3

[
o>
[

(17)

Il
> o
W N

Podzielmy pierwsze rOwnanie stronami przez a1

p

aiil

N\

\

1 + m@ + m%
a21r1 + a22Tr2 + ap3r3
a31r1 + az2r2 + a33x3

Teraz mnozymy pierwsze z réwnan (18

aiil aiil

(18)

Il
> o
W N

przez a-q1 i odejmijmy stronami od
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drugiego, a nastepnie mnozymy pierwsze z rownan (18) przez a3 i odej-
mijmy stronami od trzeciego. Otrzymujemy

(

r1 +
{ (CLQQ —
las2 -

\

Przepiszmy to w postaci (tylko zmiana oznaczen!)

W uktadzie rownan

1 — b1
a1q %2 + _ aiq
a a a al
2002) 15 4 (a3 - 2;113 = b= 2,
a31012 (a a31a13 — asiy
i) T2 T a3z — =, |
(19a)
/ / 7/
] ] ]

190

pierwsza zmienna, x1, wystepuje wytgcznie w pierw-

szym rownaniu. Tego réwnania juz nie przeksztatcamy, natomiast z pozo-
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statymi rdwnaniami postepujemy analogicznie: dzielimy drugie stronami
przez a’,, i odpowiednio mnozac, odejmujemy od trzeciego. Otrzymujemy

r1 + a,’12:1:2 -+ a’13x3 — b’l
xo + a:é3:c3 = b:Q: (20)

Teraz pierwsza zmienna wystepuje wytgcznie w pierwszym rownaniu, druga
— w pierwszym i w drugim. Gdyby rownan byto wiecej, moglibySmy to po-
stepowanie kontynuowac.

Copyright © 2020 P. F. Géra 13-29



Ostatecznie otrzymalibySmy rownanie postaci

7 ~

x1 + exo + ex3 4 ... + exr, = 121
x> + ex3 + ... 4+ exr, = 92

9 x3 + ... + ex, = b3 (21)
In — Bn

gdzie symbole e 0znaczajg jakies wspotczynniki, dajace sie wyliczyC z pier-
wotnych wspdtczynnikéw réwnania, b; sg przeksztatconymi w toku catej
procedury wyrazami wolnymi.

Rownanie w postaci (21) nazywamy uktadem réwnan z macierzg trojkgtng
gorng. Algorytm prowadzacy od (17)) do (21) nazywamy eliminacjg Gaussa.
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Ztozonosc¢ obliczeniowa eliminacji Gaussa

Aby usung¢ zmienng x1 z jednego wiersza, nalezy wykona¢ O(n) opera-
cji. Poniewaz zmienng x1 musimy usungc¢ z n—1 wierszy, musimy tgcznie
wykonaé O(n?) operacji. Poniewaz musimy to samo zrobi¢ ze zmiennymi
T, x3, ..., ostatecznie musimy wykonaé O (n3) operadiji.

Zlozonosc obliczeniowa eliminacji Gaussa
wynosi O(n3).
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Backsubstitution

Rozpatrzmy uktad rownan w postaci (21). Ostatnie rownanie jest rozwig-
zane ze wzgledu na x,. Podstawiamy to rozwigzanie do wszystkich po-
przednich rownan. Teraz drugie od dotu rownanie ma tylko jedng nieznang
zmienng — x,,_1, a cos takiego umiemy rozwigzac¢. Podstawiamy to roz-
wigzanie do réwnania trzeciego od dotu i do poprzednich. Teraz trzecie od
dotu robwnanie zawiera tylko jedng zmienng, z,,_»>. Rozwigzujemy, podsta-
wiamy do poprzednich i tak dale;...

Poniewaz wyeliminowanie jednej zmiennej wymaga O(n) operacji, a mu-
simy wyeliminowaé n zmiennych, caty koszt rozwigzania uktadu z macie-
rza trojkatna gorna za pomoca algorytmu backsubstitution wynosi O (n?).
Jest to niewiele w poréwnaniu z kosztem eliminacji Gaussa.

Catkowity koszt rozwigzania uktadu n robwnan liniowych za pomocg
eliminacji Gaussa z nastepujacym backsubstitution wynosi O(n3).
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Przykiad

Przy pomocy eliminacji Gaussa wraz z backsubstitution rozwigzmy uktad
rownan

[z + y + =z + =1

2r + 3y — 2z + w = 2
) r — 2y + 3z 4+ 2w = 3 (22)
-z + v - 2z + w = 0
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Kolejne etapy eliminacji Gaussa wygladajg nastepujgco:

(z 4+ yv + 2z + w =1
y — 4z — w = 0

! — 3y + 22 + w = 2 (233)
\ 2y + 2w = 1
(z + y + z + w = 1
— 4z — w = 0

) Y 10n - 2w = 2 (23b)
\ 8z + 4w = 1
[ x 4+ v 4+ z 4+ w = 1
y — 4z — w = 0

{ 1 . 1 (230)
8z + 4w = 1
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(2 + y + =z + w = 1
y — 4z — W 0

23d

) : + lw o= -1 (23d)
12 1
\ Fw = %
(x + v + 2z + w = 1
y — 4z —  w 0

23e

< z + %w = —% (23€)
13
\ w 12
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Teraz moge przystapi¢ do backsubstitution. Ostatnie rownanie jest juz roz-

wigzane, w = % Podstawiam to rozwigzanie do poprzednich réwnan

| otrzymuje

4+ oy + 2+ % 1

! vy -4 - 3= 0 (24a)
=t 513 = s

| w = 13
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N
|
N
N
|
—
S

(24b)

N
|
|

o
N

(24c)

<
_|_

AN
SECGETE
|
,_;‘,_.

NI
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<
|
|

(24d)

SrEvEEvRIT

(24e)

NG N RN R
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| =
=

(241)

<

[

|
Sles B RN S

N
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Komentarz: Praktyczne zastosowania eliminacji Gaussa

Tak opisana eliminacja Gaussa moze zawie$¢ ® Rozpatrzmy Przyktad:
Uktadu réwnan

y + z = 1
x + y + z = 2 (25)
2x — z = 0

nie da sie doprowadzi¢ do postaci trojkatnej gbrnej za pomoca eliminaciji
Gaussa. Jesli jednak przestawimy pierwszy wiersz z drugim lub z trzecim,
eliminacja Gaussa powiedzie sieg.

Nawet jesli eliminacja Gaussa technicznie sie powiedzie, moze sie okazac,
przy probie jej zakodowania, ze jest niestabilna numerycznie. Problemy
te rozwigzuje sie za pomocg techniki zwanej pivotingiem, ale wykracza
to poza zakres tego wyktadu. Sg takze inne, znacznie bardziej wydajne
techniki numerycznego rozwigzywania uktadow rownan.
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