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Wyznacznik macierzy kwadratowej

Niech A bedzie rzeczywistg (lub zespolong) macierzg kwadratowa n xn.
Niech {aij}2j=1 beda jej elementami. Utwdrzmy iloczyn aq a2 . - - - Gn,am;
gdzie a1, an, ..., an jest permutacjg liczb 1,2, ..., n. lloczyn ten zawiera
doktadnie jeden element kazdego wiersza i kazdej kolumny macierzy A.
Opatrzmy go znakiem permutacji a1, ap, ..., an. Sume

Z (— 1)krotnoéé permutacji
wszystkie permutacje
nazywam wyznacznikiem macierzy A i oznaczam det A.

al,a1 * A2,a5 - - - An,ap (1)

Wyznacznik macierzy zapisuje sie tez czesto w postaci (proste kreski!)

CL]_]_ CL]_2 .. Cl,]_n
a a .. Qa

S 2)
a/nl aln2 o o o CLnn
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Poniewaz wszystkich permutacji ciggu n-elementowego jest n!, do obli-
czenia wyznacznika “z definicji” potrzeba rzedu n! operaciji, co jest (i) kosz-
towne, (ii) ktopotliwe, gdyz trzeba pilnowac, aby nie “zgubic¢” jakiegos sktad-
nika. Na szczeScie, wyznaczniki macierzy 2x2 i 3x3 liczy sie prosto,
a wyznaczniki macierzy wyzszych rzedéw mozna oblicza¢ korzystajgc z roz-

winiecia Laplace’a (patrz nizej).
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Wyznacznik macierzy 2x?2

Wyznacznik macierzy 2x2 jest sumg dwoch sktadnikow, gdyz cigg dwu-
elementowy ma tylko 2! = 2 permutacji. Permutacja {1, 2} jest parzysta,
permutacja {2, 1} jest nieparzysta.

a1 aio | _
= aj1-a22 —G12-an] (3)
a»1 a2

a a
det | @11 @12 | _
az1 a2

Reguta mnemotechniczna: Wyznacznik macierzy 2 x2 jest rowny iloczy-
nowi elementdw na gtdwnej przekgtnej minus iloczyn elementow na anty-
przekatnej.
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Przykiady

1 2
|3 4|_1-4—2-3_4—6_—2. (4a)

= 201-70-281-50

201 50
281 70

(144-50)-70—(14+4-70)-50
1.70+4-50-70—-1-50—4-70-50
1.70—1-.50=20

‘1 5o|:10.|1 5‘

1 70 1 7
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=(1-9)-(14+i9)-1-1=1-()?’-1=—-(-1)=1
(4c)

1—23 1
1 141

COSp —Siny
Sinp  COSy

' = cos®p — (—sin®p) = cos® p+sinp =1 (4d)
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Wyznacznik macierzy 3x3

Wyznacznik macierzy 3x 3 jest sumg szesciu sktadnikéw, gdyz cigg trzy-
elementowy ma 3! = 6 permutacji. Permutacje {1, 2,3},{3,1,2},{2,3,1}
sg parzyste, permutacje {3,2,1},{2,1,3},{1, 3,2} sg nieparzyste. Za-
tem

ail a1z ais
a1 a2 az3 = a11-G22-G33 +a13-a21-a32 +ai2-az3-asi
azl a32 asz3

— a13-°4a22-azl] —ai2-az1 -az3z — ajl - az3 - azn.

(9)
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Reguta Sarrusa

Mnemotechnicznym sposobem obliczania wyznacznika macierzy 2 x 3 jest

reguta Sarrusa:

Wyznacznik liczymy tak:
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... albo tak:

21

S K

31 'ﬁzzx'ﬁﬂ '5131\'-'332
+ + +
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Przykiady

1 2 3
4 5 6| = 1-5-942-6-74+3-4-8-3-5-7—-1-6-8—-—2-4-9
7 8 9

= 45484 +96 —105—-48—-72=225—-225=0. (6a)
a O b
O ¢c O] = a-c-e4+0-0-d+0-0-b6—b-¢c-d—0-0-a—0-0-¢
d 0O e

= ace — bed = c(ae — bd) (6b)
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2431 2—23
241 T —31
1417 4—061

1—23
3—1
2—3

4+ 4+ |

(2 + 3i)(7 — 3i)(2 — 3i)

(2-2i)(3—14)(1+1)
(2+4)(4—-6i)(1 —1)
(L1 +4)(7 —3i)(1 —1)
(2 — 20)(2 4+ i) (2 — 34)
(24 30)(3 — i) (4 — 6i)
11(1 —4) (6¢C)
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COS¥ COSw —rsSinY COSy —r CosY Siny
COsSv Sinp —rsinY singy  rcosY CoSy | =

Sin ¥ r COS Y O
—r?sin? Y cosd cos? QY — r? cos3 ¥ sin? %)
—r?sin? 9 cosd sin? QY — r? cos3 ¥ cos? %)
= —r?sin?Y cosd — r2cos> Y = —r? cos (6d)

Copyright © 2020 P. F. Géra 12-12



Rozwiniecie Laplace’a

Rozwiniecie Laplace’a to wzor rekurencyjny, pozwalajgcy obliczy¢ wyznacz-
nik macierzy n xn “rozwijajgc” wzgledem ustalonej kolumny lub ustalonego
wiersza, z wyliczaniem wyznacznikdéw o wymiarach (n—1)x(n—1).

Ustalamy pewng kolumne, 5. Wéwczas

n . .
detA = ) (—1)Z+=7az-]- -minor(z, 7) (7)
i=1
gdzie “minor” to wyznacznik macierzy powstatej z wykreslenia i-tego wier-
sza i j-tej kolumny z wyjSciowej macierzy.

Analogicznie — dla wierszy.
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Przykiad

Obliczmy wyznacznik

1 2 3 4
12100

detl\/I—3010 (8)
4 0 0 1

Korzystam z rozwiniecia wzgledem pierwszej kolumny.

1 00 2 3 4

detM = 1-(-D*10o 1 o|4+2-(-1)?* 0 1 0
0 0 1 0 01

2 3 4 2 3 4

4+ 3. (=1)3* 1 0 0|4+4-(-D*|1 0 O

0 01 01 0

(

= (-1)2-142(-1)3- 243 (=1D)* - (=3)+4-(-1)°-4=-28(9)
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Obliczmy wyznacznik (8) jeszcze raz, tym razem korzystajgc z rozwiniecia
wzgledem drugiego wiersza:

2 3 4 1 3 4
detM = 2-(=1)?"'|{0 1 0|+1-(-1)>™2|3 1 0
0 01 4 0 1
+ 0-(—1)?"3.wyznacznik; + 0 - (—1)?"* . wyznacznik,
= —-2.24+(1-16-9)=-28 (10)

Korzystajac z rozwiniecia Laplace’a, warto rozwijaC wedtug wiersza lub
kolumny, w ktdérej pojawia sie jak najwiecej zer.
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Wiasnosci wyznacznikow

e Wyznacznik iloczynu to iloczyn wyznacznikdéw. Jezeli A, B sg macie-
rzami kwadratowymi o tym samym wymiarze, to

det(AB) = (det A) - (det B) (11)

e Wyznacznik macierzy transponowanej rowna sie wyznacznikowi ma-
cierzy przed transpozycja.

det (AT) — det A (12)

e Dla macierzy n-wymiarowej

det(A-A) = )\"-detA (13)
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e Jezeli macierz ma dwie kolumny identyczne, to jej wyznacznik jest
rowny zero.

e Przy przestawieniu dwu sgsiednich kolumn, znak wyznacznika ulega
zmianie.

e Jezeli macierz ma kolumne zerowg, to jej wyznacznik jest rowny zero.

e Jezeli jedng kolumne macierzy pomnozymy przez statg A, to wyznacz-
nik bedzie sie rownac X - (wyznacznik macierzy niewymnozonej).

e Jezeli do elementdw jednej kolumny macierzy dodamy elementy innej
kolumny wymnozonej przez jakgs statg, wyznacznik nie zmieni sieg.
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e Poniewaz wyznacznik nie zauwaza transpozycji, w powyzszych wia-
snosciach “kolumne” mozna zastgpi¢ przez “wiersz”.

e Wyznacznik macierzy diagonalnej jest rowny iloczynowi elementow
diagonalnych.

|stotnie, korzystajgc z rozwiniecia Laplace’a wzgledem pierwszej ko-

lumny
ai1 O O 0 az>, O 0
get| O 92 O O 1y (1)1t . get| O 933 0
0 0 O - 0 0 G

(14)

Po prawej stronie (14) otrzymaliSmy wyznacznik macierzy o takiej sa-
mej strukturze, jak po lewej stronie, tylko o wymiarze o jeden mniej-
szym. Zatem, przez rekursje, otrzymujemy teze, gdyz wszystkie poteqgi
(—1) sg parzyste.
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e Wyznacznik macierzy trojkatnej, czyli macierzy majgcej pod /ub nad
gtbwng diagonalg same zera, jest rowny iloczynowi elementow diago-
nalnych. (Dowod: rozwiniecie Laplace’a wzgledem pierwszej kolumny
lub ostatniego wiersza.)
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Przykiady

Obliczmy jeszcze raz wyznacznik

201 50
281 70

4b

201 —4-50 50
281 —-4-70 70

1
o

(15a)

1 50 5
R 4

— |1 70':10"

gdzie skorzystaliSmy z faktu, ze do pierwszej kolumny mozna dodac drugg
pomnozong przez 4, a potem mozna wyciggng¢ wspolny czynnik przed

wyznacznik.
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Obliczmy teraz ponownie wyznacznik (6a

1 2 3 1 2 3-2 1 2—-1 1 1 11
4 5 6|=|4 56-5|=/45—-41|=|411|=0
7 8 9 7 8 9-8 7 8—7 1 7 11

(15b)

gdzie najpierw odjeliSmy drugg kolumne od trzeciej, a potem pierwszg od
drugiej. Powstaty wyznacznik ma dwie kolumny identyczne, a zatem musi
sie rownac 0.
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Teraz obliczmy wyznacznik

24+ 31
241
141

2+ 31
241
141

2 — 2
7—3i
4 — 6i
0
1—i
0

1 —13
3—1
2 — 31
1 —3
3—1
2 — 31

6C

24+ 31

=| 2+

141

2_-2i—2(1—4) 1—i

7-3i—2(3—4) 3—i

4 —6i—2(2—3i) 2—3i

243; 1—i | .

1 4+i 2-3; | = -9
(15¢)

Od drugiej kolumny odjeliSmy trzecig pomnozong przez 2, a potem doko-
naliSmy rozwiniecia Laplace’a wzgledem drugiej kolumny.

Copyright © 2020 P. F. Géra

12-22



Po co jemy te zabe?
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Macierz odwrotna

Niech A € RV*N pedzie macierza kwadratowa. Macierz odwrotna, A1
jesli istnieje, musi spetniac
A7TA = AA T =1 (16)

Macierz, dla ktorej istnieje macierz odwrotna, naywam macierzg odwra-
calng. Macierz, dla ktorej macierz odwrotna nie istnieje, nazywam macie-
rzg osobliwa.

Twierdzenie: Macierz jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy det A # 0.
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Wiasnosci macierzy odwrotnej

Niech A, B bedg macierzami kwadratowymi, odwracalnymi, rzeczywistymi

lub zespolonymi, o takim samym wymiarze. Wowczas

(A1) T =A (17a)

det (A—l) = (det A) 1 (17b)

(A1) = (aT) (17¢)

(AB)"1=B"1A-1 (17d)
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Macierz odwrotna do macierzy 2x2

—1

a b 1 d —b

[c d] _ad—bc[—c a] (183)
Istotnie,

1 a b d —b| 1 ad —bc —ab+ab| |1 O
ad —bc | ¢ d —c a| ad—belcd—cd —bc+ad| |0 1
(18b)
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Operator liniowy

Niech V bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem K, zas A : V — V pewng
funkcjg, dziatajacg z V- w V. (Przypominam, ze “interesujgce” sg przypadki
K = R oraz K = C.) Niech 0 oznacza wektor zerowy w V. Méwimy, ze A
jest operatorem liniowym, jezel

A0 =0, (19a)
VaoeK, veV:.ia-Av=A(a-Vv), (19b)
Vu,ve V:A(u+v) =(Au) 4+ (Av). (19¢)

Z zasad (19) wynika, ze efektem dziatania operatora liniowego na dowolng
kombinacje liniowg wektordw, jest odpowiednia kombinacja liniowa wyni-
kow:

A(c-u+p-v) =a-(Au)+ 8- (Av). (20)
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Macierze jako operatory liniowe

Rozwazmy macierz kwadratowg A € RV X oraz jednokolumnowe wek-
tory u,v € RV*1  Z wprowadzonych poprzednio zasad na dodawanie
i mnozenie macierzy wynika, ze sg one zgodne z zasadami (19).

Macierze kwadratowe A € RV XV traktujemy jak
operatory liniowe w RV, a jednokolumnowe,
N wierszowe macierze jak wektory w tej
przestrzeni.
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Pojecie operatora liniowego mozna ponadto uogdlni¢ na funkcje dziata-
jace pomiedzy réznymi przestrzeniami liniowymi, w szczegdlnosci, pomie-
dzy przestrzeniami liniowymi o roznych wymiarach. Wowczas macierze
AMXN traktujemy jak operatory liniowe A : RY — RM

Podobnie dla C¥.
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Przykiad

(3352 2l e[

54 (5D 300 [ 4

a)
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> —11[1 > _11[4a 2_3 8_4

[1 3”3]+[1 3”4] — 1+9]+[4+12]
[ —1+44 3
= 10+16] ](223)
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