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Grupa

Méwimy, ze pewien zbiér G wraz z okreslonym w nim dwuargumentowym
dziataniem o tworzy grupe, jezeli spetnione sg nastepujgce aksjomaty:

e Dziatanie jest wewnetrzne: Va,b € G :aob € G.
e Dziatanie jesttgczne: Va,b,c€e G : (aob)oc=ao (boc).
e Istnieje element neutralny: de € G Va € G : aoe = a.

e Dla kazdego elementu istnieje element odwrotny: Va € G Ja’ € G :

CLOQ,/ZG.

Jedli dodatkowo Va,b € G : aob = b o a, grupe nazywam abelowg
(przemienng).
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Przykiady

Zbior liczb rzeczywistych wraz z dodawaniem stanowi grupe. Zbiér liczb
rzeczywistych bez zera (elementu neutralnego dodawania) wraz z mnoze-
niem stanowi grupe. Podobnie — zbior liczb zespolonych.

Zbior wektorow (swobodnych) w R2, a takze w R3, R%, ..., R™, ...wraz
z dodawaniem wektorow stanowi grupe.

Z geometrii znamy grupy translacji, jednoktadnosci, obrotéw, grupy syme-
trii wielokgtow foremnych.
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Permutacje

Dany jest cigg N-elementowy {aq,ao,...,an}. Kazdy sposdb ustawie-
nia wyrazow tego ciggu w innej kolejnoéci nazywam permutacjg wyra-
zbw tego ciggu. Mozna powiedzie¢, ze permutacja to sposbéb przenume-
rowania wyrazow tego ciggu, czyli zastgpienia ciggu {1,2,..., N} cig-
giem {iq,io,...,ix}. Elementy ciggu {ik}fk\le muszg nalezeC do zbioru
{1,2,..., N} inie moga sie powtarzac.

Liczba permutacji ciggu n-elementowego wynosi n!: Na pierwszym miej-
scu mozemy ustawi¢ dowolny z n elementéw, na drugim n—1 elementéw
(jeden element jest juz ustawiony na pierwszym miejscu), na trzecim n—2
elementow (dwa elementy juz sg ustawione na pierwszym i drugim miej-
scu) i tak dalej.

Permutacje tworzg grupe, zwang grupa permutacji.
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Przykiad

Rozwazmy grupe symetrii trojkgta rownobocznego™ Sa to odbicia wzgle-
dem symetralnych poszczegdlinych bokdw, obroty wokét Srodka trojkata
0 27w/3 i 4w /3 oraz tozsamosC. Jesli ponumerujemy wierzchotki tréj-
kata, wszystkie te symetrie okazujg sie by¢ permutacjami zbioru {1, 2, 3},
a grupa symetrii trojkgta rownobocznego staje sie w pewnym sensie row-
nowazna grupie permutacji tego zbioru.
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*Przyktad ten i rysunek pochodzg ze strony http://www.mini.pw.edu.pl/
miniwyklady/algebra/grupy/gr_permutacji/gr_permutacji.html
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Inwersje

Niech ciag {i1,o,...,ix} bedzie ciggiem wartosci pewnej permutaciji.
Mowimy, ze w ciggu tym para k,l tworzy inwersje (nieporzadek), jezeli
i, < i;dlak > I. Przez znak permutacji rozumiem (—1)liczbainwersji
Permutacje o znaku dodatnim nazywam parzystymi, permutacje o znaku
ujemnym nieparzystymi.

Przykiad

Rozwazam permutacje ciggu {1, 2, 3}. Jestich 3! = 6.

Permutacjami parzystymi sg {1,2,3} (zero inwersji), {2,3,1} (inwersje
1-2, 1-8) oraz {3, 1, 2} (inwersje 1-3, 2-3).

Permutacjami nieparzystymi sg {2, 1, 3} (inwersja 1-2), {1, 3, 2} (inwersja
2-3) oraz {3,2,1} (inwersje 1-3, 1-2, 2-3).
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Pierscien

Rozwazamy zbiér R z okre$lonymi na nim dwoma dziataniami + oraz -,
zwanymi, odpowiednio, dodawaniem i mnozeniem.

Jezeli R wraz z dodawaniem 4 jest grupg abelowg, natomiast R wraz
Z mnozeniem - jest potgrupg (mnozenie jest wewnetrzne, tgczne, nie za-
ktada sie istnienia elementu neutralnego, a nawet jesli on istnieje, nie za-
ktada sie odwracalnosci mnozenia), a dodatkowo dziatania sg rozdzielne:

e Va,b,cc R:a-(b+c)=a-b+a-c
e Va,b,cc R:(a4+b)-c=a-c+b-c

strukture te nazywam pierscieniem. Jezeli istnieje element neutralny dla
mnozenia, méwimy o pierécieniu z jedynka. Jezeli dodatkowo mnozenie
jest przemienne, mowimy o pierscieniu przemiennym.
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Przykiady

Zbior liczb catkowitych z dodawaniem i mnozeniem stanowi pierécien. Zbiér
wielomiandéw stanowi pierscien. Sg to pierscienie z jedynka.
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Ciato
Pierécien przemienny z jedynka, w ktérym wszystkie elementy za wyjat-
kKiem zera (elementu neutralnego dodawania) majg elementy odwrotne wzgle-

dem mnozenia, nazywam ciatem.

Przykiady

Zbiory liczb wymiernych, rzeczywistych, zespolonych wraz z dodawaniem
| mnozeniem stanowig ciata.
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Przestrzen liniowa

Niech K bedzie pewnym ciatem Iiczbowymm, a V pewnym zbiorem. Mo-
wimy, ze V tworzy przestrzen liniowg (przestrzen wektorowg) nad ciatem
K, jezeli okresSlone sg dwa dziatania: mnozenie wektora (elementu V)
przez skalar (element K) oraz dodawanie wektoréw, przy czym:

e Dodawanie wektoréw jest tgczne: Vu,v,w €¢ V :u+ (v 4+ w) =
(u+v)+w
e Dodawanie wektorow jest przemienne: Vu,veV :u+v=v+u

e Istnieje element neutralny wzgledem dodawania wektorow:
VeViiveV:v4+0=v

e Kazdy wektor ma wektor przeciwny: Vv e ViIvie V:v+v/ =0
e Mnozenie przez skalar jest rozdzielne wzgledem dodawania wekto-
row: Va c Ku,veV:a-(v4+u)=a-v+a-u
'W praktyce interesujgce sg przypadki K = R lub K = C.

Copyright © 2020 P. F. Géra 11-10



e Mnozenie przez skalar jest rozdzielne wzgledem dodawania skalarow:
Va,be KVveV:(a+b)-v=a-v+b-v

e Mnozenie wektora przez skalar jest zgodne z mnozeniem skalarow:
Va,be KVWweV:a-(b-v)=(a-b) v

e Jezeli 1 jest jedynkag (elementem neutralnym ciata K wzgledem mno-
zenia),tovveV:1.-v=v
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Przykiady

Przestrzenie R2, R3, ..., R", ...stanowig przestrzenie liniowe nad R, i po-
dobnie dla przestrzeni zespolonych.

Zbior wielomiandéw stanowi przestrzen liniowg (wielomiany sg “wektorami
niegeometrycznymi”).

Copyright © 2020 P. F. Géra 11-12



Kombinacja liniowa

Wektor postaci a1 vy + asvo + - -+ 4+ am v, gdzie aq,ao,...,am € K
oraz vi,vo,..., Vv € V, nazywam kombinacjg liniowg tych wektorow.

Mowigc niezbyt formalnie, sens przestrzeni liniowej jest taki, ze kazda
kombinacja liniowa wektorow z tej przestrzeni sama jest wektorem z tej
przestrzeni (nalezy do tej przestrzeni).
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Wymiar i baza przestrzeni

Mowimy, ze wektory v{,vo, ..., vy, € V sg liniowo niezalezne, jezeli ich
kombinacja liniowa

a1V1y —|— ao>Vo —|— s —|— aAOmVm (1)

rowna sie zero wtedy i tylko wiedy, gdy wszystkie wspotczyniki kombinacii
jednoczesnie znikajg: a1 = ap = --- = am; = 0. Jezeli kombinacja
liniowa moze znika¢ gdy nie wszystkie wspoétczynniki kombinacji sie zeruja,
wektory nazywam liniowo zaleznymi.

Méwimy, ze przestrzen liniowa jest n-wymiarowa, jesli istnieje w niej n
liniowo niezaleznych wektorow, a kazde n-+1 wektoréw jest liniowo za-
lezne. Wowczas dimV = n.
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Bazg przestrzeli liniowej V' 0 wymiarze n nazywam kazdy cigg n liniowo
niezaleznych wektorow eq,eo, ..., e, € V. Kazdy wektor x € V mozna
przedstawiC jako kombinacje liniowg wektoréw bazy:

X =T1€1 -+ Troeo + -+ xpen. (2)

Jezeli w przestrzeni okreslona jest struktura iloczynu skalarnego, baze,
ktorej elementy sg wzajemnie ortogonalne, nazywam bazg ortogonalna.
Jezeli dodatkowo diugos$¢ kazdego wektora bazowego wynosi jeden, baze
takg nazywam ortonormalng: Vi, = 1,...,n : e; 0 e; = 57;]-.
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Przykiady

Baza w przestrzeni R? sg wektory [1, 0], [0, 1]. Jest to baza ortonormalna.
Inng bazg stanowig wektory [1, 0], [1, 1]. Ta baza nie jest ortogonalna.

Rozwazmy zbior wielomianéw stopnia co najwyzej n. W tej przestrzeni
baza sa funkcje 1, z, z2, ..., z". Wymiar takiej przestrzeni wynosi n-+1.
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Podprzestrzen liniowa

Niech V' bedzie przestrzenig liniowg i niech U C V. Jezeli U jest prze-
strzenig liniowg z uwagi na te same dziatania, co V, mowimy, ze U jest
podprzestrzenig przestrzeni V.

Przykiad

R3 stanowi przestrzen liniowa. Zbidr wektoréw postaci [z, y, O] stanowi
podprzestrzen tej przestrzeni; mozna jg utozsamiaé z przestrzenia R=2.
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Macierze

Macierzg nazywam prostokatng tablice liczb. Przypu$émy, ze tablica ta
ma M wierszy i N kolumn. Oznaczmy te tablice przez A. Jesli liczby,
z ktorych zbudowana jest macierz (elementy macierzy), sa rzeczywiste,
mowie, ze A € RM*N _ Jedli elementy macierzy sa zespolone, méwie, ze
A € CMXN,

Przyktady macierzy

‘1L i (1) 2 1 0 8
_O 1 4 ] 16 -3 2 —-11
% —%_ [ 0 0 0O —17 |
InN2 In3 O 0 ¢z O

3 2 .

E 5 O + 0 O
i6 19| | —t 0 O O |
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Elementy macierzy

Element macierzy A € RM*N (lub A € CM*N) stojacy na przecieciu -
tego wiersza i j-tej kolumny oznaczam A;;. Zauwazmy, ze: = 1,..., M,
j=1,...,N. Dla macierzy z jednego z powyzszych przyktadow

-2 10 3
16 -3 2 -11

A11 = —2, A1p = 1, A14 = 8, Ap1 = 16,Ar3 = 2. Symbol “A117
czytam “a-jeden-jeden”. Na ogot nie ma potrzeba oddzielania indeksow
przecinakami, ale mozna to robi¢, a niekiedy trzeba, jesli z kontekstu nie
jest jasne, o co chodzi. Na przyktad zamiast A1 = —2 mdgtbym napisac
Al,l = —2.

Kolejnos¢ ma znaczenie! W ogolnoéci A;; = A;;. W powyzszym przy-
ktadzie A1>» = 1, natomiast A>; = 16. A>3 = 2, a element A3, w ogole
nie jest okreslony.
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Mnozenie macierzy przez skalar

Definiuje mnozenie macierzy przez skalar w ten sposéb, ze wszystkie ele-
menty macierzy nalezy pomnozy¢ przez ten skalar. Na przyktad

4 1 O] 2.4 2.1 —2.0] -8 —2 0
2|14 1|=|-21 2.4 —2.1|=|-2 -8 -2 (3
01 4] | —2.0 —2-1 —2-4 | 0 -2 -8
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Dodawanie macierzy

Macierze o takich samych wymiarach, czyli dwie macierze A, B € RMXN
mozna dodawac w ten sposoéb, ze dodaje sie ich odpowiednie elementy.

aiil
a1

ai2
az2

| ApM1 AM2

a11 + 011
an1 + bo1

aiN b11 012 b1 N

GQ:N 4 b2:1 52:2 bQ:N

apN | by bago by N
a1z + b12 aiN +bin

aoo + boo

| apr1 oy apo + by

a>N + bon

apyN+oun |

(4)

Zbiér macierzy o takich samych wymiarach, wraz z dodawaniem i mnoze-
niem przez skalar, tworzy przestrzen liniowg nad R (lub C).

Copyright © 2020 P. F. Géra

11-21



Mnozenie macierzy

Niech bedg dane dwie macierze A € RMXN B ¢ RV*L (to samo dla
C) — liczba kolumn pierwszej macierzy jest rowna liczbie wierszy drugie;
macierzy. Dla takich macierzy mozemy okreéli¢ ich iloczyn

C=A-B (5a)

bedacy macierzg o elementach danych wzorem

N
cik = > ajj-bjr, i=1,... Mk=1,...,L (5b)
j=1

Formalnie mnozenie macierzy (5b) polega na sumowaniu po drugim wskaz-
niku pierwszego czynnika i pierwszym wskazniku drugiego czynnika. W prak-
tyce macierze mnozy sie na zasadzie “wiersze przez kolumny”.
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Przykiady

1 3 B 1.342-1 1-( Y+2-
[—1 4]'[1 ]"[(—1)4&+4.1 (-1)-( )+4. ]
5 8
:[122] (62)

11 1 -1 1-1+1-1 1-(-1)+1-1
' 0- +4 1 0-(—1)+1-1

] (6b)

1
= O
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1 2]y 4 (1-142-2 1-(-1)4+2-0]
3 4 -[2 o]: 3.14+4.-2 3-(-1)+4-0
' 5 6 | 1 5-14+6-2 5-(-1)+6-0
5 -
= |11 -3 (6¢)
| 17 -5 |
1 -1 12
[ ] 3 4 dziatanie nie jest poprawnie zdefiniowane!
2 0
_5 6_
(6d)
0 —1¢ i 0| _ 0O -1
EEIRER I S B
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Macierze kwadratowe

Jezeli liczba wierszy macierzy jest rowna liczbie jej kolumn, méwimy, ze
macierz jest kwadratowa. Najczesciej, cho¢ nie wytgcznie, bedziemy mo-
wi¢ o takich wtasnie macierzach, rzeczywistych lub zespolonych.

Macierze kwadratowe RN XN (CN*XN) majg N2 rzeczywistych (zespolo-
nych) elementéw.
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Macierz jednostkowa

Macierzg jednostkowg nazywam macierz kwadratowg, kidra na gtdwnej
przekatnej ma same jedynki, a poza gtowng przekgtng same zera.

100 ... 00
010..00
I=[diag(1,1,...,1)]= |2 91 90 (7)
000 .. 10
000 ..01

Formalnie istniejg “osobne” macierze jednostkowe dla roznych rozmiaréw
macierzy kwadratowych: 2 x 2,3 x 3, ...

Macierz jednostkowa jest elementem neutralnym mnozenia macierzy kwa-
dratowych: VN ,VA e RVXN - A . T=1.A = A.
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Delta Kroneckera

Elementy macierzy jednostkowej mozemy zapisa¢ w postaci delty Kronec-
kera:

1 =
Hij:(sij:{o P o (8)

Macierz jednostkowa ma jedynki na gtéwnej przekgtnej (numer wiersza
rowna sie numerowi kolumny) i zera na wszystkich pozostatych pozycjach
(numer wiersza rozni sie od numeru kolumny).
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Mnozenie macierzy jest nieprzemienne!

W 0g6lnoSciA-B #B- A

Przykiad
(2 1 0| [3 1 2] (7 5 5|
1 21 1 31| = |7 8 7 (9a)
01 2| |21 3] ' 5 5 7
(31 2] [2 1 0] 7 7 5|
1 3 1 1 21| = |5 85 (9b)
2 13| |01 2 57 7
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Macierze kwadratowe nalezace do RV
(lub CN*N) wraz z dodawaniem
| mnozeniem macierzy tworzg pierscien
(nieprzemienny) z jedynka.
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Komutator

Roznice iloczynéw AB—BA nazywamy komutatorem tych macierzy i ozna-
czamy

[A,B] = AB — BA (10)
Jesli mnozenie jakichs dwu macierzy jest przemienne, ich komutator znika.
O takich macierzach méwimy, ze komutuja.

Przykiad

Jesli pierwszg z macierzy w (9a) oznaczymy przez A, drugg przez B, ich
komutator wynosi

(7 5 5] [7 7 5] 0 —2 0]
[AABl=|787|—-|585|=|2 02 (11)
5 5 7 5 7 7 0 -2 0
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Transpozycja macierzy

Niech A € RMXN_ Macierza transponowana do macierzy A nazywam
macierz AT ¢ RNXM ' ktérej wiersze zamieniaja sie w kolumny, kolumny

zas w wiersze. Jesli oznaczymy elementy macierzy A przez A;;, to

Al = Aji (12)
Przykiady
— _T — -
T 1 0 -1 1 2 5
!;i:éi] > 3 4| =| 0 -3 -5
'5 -5 6 -1 4 6
- 1T
6 > 6 4 2
431 =15 31
_21_
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Traspozycja odwraca kolejnoS¢ mnozenia

Rozwazmy mnozenie macierzy kwadratowych. Jesli przyjrzymy sie de-
finicji mnozenia macierzowego (bb) mozemy zauwazy¢, ze transpozycja
odwraca kolejnosc¢ czynnikdw. Istotnie, niech C = AB. Mamy

N

Z Bg;Aj Z BjiAp; = Z ApjBji = Cpi = Czk (13)
1=1 1=1 1=1

skad wnioskujemy, ze
= (AB)! =BTAT (14)
Zasade te mozna rozszerzyC na wiecej macierzy. Powiedzmy,
T T
(PQRT) — <RT) QTPT = rQTPT (15)

] T
gdyz (RT)" =R.
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Przyktad

1 1][11] [3 1
[o 1”2 o]_lz o] (162)
Z drugiej strony
1 117111\ (1171 1]
01||20]) T|20] |01
(127107 [32] [31]" (18b)
10|11 T|[10]T |20
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