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Wektor zwigzany

Wektorem zwigzanym nazywamy pare punktow. Jezeli pare te stanowig
punkty A, B, wektor przez nie utworzony oznaczmy AB. Graficznie ko-
niec wektora oznaczamy strzatkg. Wektor 1@ jest rozny od wektora EZX
Wektor o poczatku i koncu w tym samym punkcie nazywamy wektorem
zerowym.
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Przez pewien czas bedziemy sie ograniczali do punktéw (i wektorow) na
ptaszczyznie. Niech punkty A, B majg, odpowiednio, wspotrzedne karte-
zjanskie (z1,y1) i (x2,y>). Budujemy trojkat prostokatny, ktérego prze-
ciwprostokatng jest wektor ﬁ a przyprostokatne sg rownolegte do osi
OX, OY. Z twierdzenia Pitagorasa widzimy, iz dtugos¢ wektora AB jest
dana przez

HEH = /(22 — 21)% + (y2 — y1)?. (1)

Diugos¢ wektora BA jest taka sama, jak dugosC wektora AB: Hﬁ” =
|BA.

Dtugo$¢ wektora zerowego wynosi zero.
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Przykiad

Obliczmy dtugo$¢ wektora, ktdrego poczatek stanowi punkt P o wspotrzed-
nych (1, 3), koniec punkt @ o wspotrzednych (3, —1).

PG| = VB-1)2+(-1-3)2= 22+ (-4)2= 4+ 16
= 20 =2V5. (2)
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Rownosc¢ wektorow

Méwimy, ze dwa wektory sg réwne, jesli za pomocg przesuniecia rowno-
legtego mozna je natozyC na siebie, to znaczy doprowadzi¢ do sytuacii,
w ktOrej poczatek pierwszego wektora pokrywa sie z poczgtkiem drugiego
| jednoczes$nie koniec pierwszego wektora pokrywa sie z koncem drugiego.

Rozwazmy dwa wektory Pé i R§. Niech poczatki i konce tych wekto-
row majg, odpowiednio, wspodtrzedne P(x1,vy1), Q(xo,y>), R(x3,y3),
S(xa,ya). Zauwazmy, ze do tego, aby wektory te byly rowne, potrzeba
| wystarcza, aby jednoczesnie zachodzity rownosci x> — x1 = x4 — 3
Oraz y> — y1 = Y4 — ys3.
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W pokazanej na rysunku 2 sytu_ac):ji, wektory A1 B1, A>Bo, A3 B3 saréwne,
ale nie sg rowne wektorowi XY . Zaden z tych wektoréw nie jest rowny
wektorowi PO.

Copyright (© 2010,2020 P. F. Géra 10-6



k atwo pokazad, iz relacja réwnosci wektordw tworzy relacje rownowazno-
sciowg, gdyz

1. jest to relacja zwrotna (kazdy wektor jest rowny samemu sobie),

2. jest relacja symetryczna (jezeli PO = RS, to RS = PQ),

3. jest relacjg przechodnig (gdyz ztozenie dwu przesunie¢ rownolegtych
jest przesunieciem rownolegtym).
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Dodawanie wektorow

Aby doda¢ dwa wektory zwigzane, wykonujemy nastepujaca operacje’|
Chcemy obliczy¢ ADB + C? W tym celu stosujemy nastepujgca regute
rownolegloboku:

*Mowimy tu o matematyce. W fizyce okreslona jest tylko suma wektoréw zaczepionych
w tym samym punkcie. Oblicza sig jg zresztg wedtug tego samego algorytmu, jaki jest
omawiany tutaj.
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1. Przesuwamy rownolegle wektor @ tak, aby jego poczatek pokryt sie
z koncem wektora ﬁ Koniec przesunietego wektora oznaczamy
przez L.

2. Budujemy réwnolegtobok, kiérego dwoma bokami sg wektory ﬁ

BE.

3. Sumg wektorow staje sie przekagtna powstatego rownolegtoboku, czyli
wektor AE.

Jak widzimy, przy rozwazaniu réwnoséci i dodawania wektoréw zaczepio-
nych, fakt, iz majg one okreslone poczatki i konce, raczej utrudnia, niz
utatwia rozwazania.
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Wektory swobodne

Korzystajgc z faktu, iz relacja réwnosci wektoréw zaczepionych jest relacjg
rownowaznosciowg, mozemy podzieli¢ caty zbidér wektoréw zaczepionych
na ptaszczyznie na zbiory wektoréw réwnych (klasy abstrakcji wzgledem
relacji rbwnoéci wektordéw). Innymi stowy, utoZsamiamy wszystkie réwne
sobie wektory zaczepione. Po utozsamieniu wektoréw rownych, otrzymu-
jemy wektory swobodne. Zwyczajowo przedstawia sie je jako zaczepione
w poczatku uktadu wspoétrzednych. Wektory swobodne bedziemy ozna-
czac literami potgrubymi.

Wektor swobodny reprezentowany przez strzatke o poczatku w $rodku
uktadu wspotrzednych i koncu w punkcie P(x, y) oznaczamy [z, y]. Liczby
x, y nazywamy sktadowymi tego wektora.
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Dziatania na wektorach swobodnych

Niech bedg dane dwa wektory swobodne a = [aq,as] i b = [b1, bs].
Sume wektordow definiujemy nastepujgco:

a+b=[a1,b1] + [az,b2] = [a1 + b1,a2 + bo]. (3)

Zauwazmy, ze definicja (3)) jest zgodna z przedstawiong wyzej regutg row-
nolegtoboku!
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Niech c bedzie dowolng liczbg rzeczywistg. Mnozenie wektora przez liczbe
definiujemy jako

C-a:c-[al,az]z[C'CL]_,C°CL2]- (4)

Zauwazmy, ze wektory a i ¢ - a sg rownolegte.

Przykiad

Niech a = [1, 2], b = [—2, 3]. Obliczmy 2a oraz 3a — 2b.

2a
3a—2b

2.[1,2]=[2-1,2-2] = [2,4]. (5a)
3.[1,2] -2 [-2,3]

[3-1,3-2] 4+ [(—2) - (=2),(-2) - 3]

[3,6] + [4,-6] =[34+4,6—6] =[7,0]. (5b)
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Diugos¢ wektora swobodnego

Dtugos$cig wektora swobodnego a = [a1, as] jest liczba

lall = /a2 + a3. (6)
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lloczyn skalarny

lloczyn skalarny dwu niezerowych wektorow a, b tworzgcych kat «, defi-
niuje sie jako

aob=|a]|-|[b]| - cosa. (7)

Obliczanie kgta pomiedzy wektorami moze by¢ ktopotliwe, dlatego tez w prak-
tyce postepujemy inaczej. Rozwazmy konstrukcje zaprezentowang na Ry-
sunku.
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Dwa pokazane na rysunku wektory — oznaczmy je odpowiednio x1 i Xo —
tworzg kat a.. Kat ten jest roznicg katow (-, 31, jaki wektory x», x1 tworzg
z osig OX. Zatem
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X1 0Xo = ||x1] - [|x2] - cosa = ||x1]| - ||x2]| - cos(B2 — B1)
= ||x1]| - ||x2]| - (cOs B coOs 81 + sin By sin B1)
Ty X1 Yo Y1
- ||xl||-||><2||-( R S I )=m1-x2+y1-yz, @
=2l [lx1]] ~ lIx2]l |Ix1]|

gdzie po drodze skorzystaliSmy ze wzoru na kosinus réznicy katow i z de-
finicji funkcji trygonometrycznych.

Widzimy, ze iloczyn skararny dwu wektorow rowna sie sumie iloczynow
sktadowych tych wektorow!

Przykiad

Niecha = [-3,2],b = [1,4]. aocb = [-3,2]0[1,4] = (—-3)-14+2-4 =
—3 4+ 8 = 5.
Copyright (© 2010,2020 P. F. Géra 10-16




Przykiad

Wykazemy, ze kat wpisany w okrgg i oparty na Srednicy jest katem pro-
stym.

Punkty lezgce na okregu o Srodku w Srodku uktadu wspotrzednych i o pro-

mieniu r spetniajg réwnanie z2 + y2 = r2.

Wprowadzmy uktad wspoétrzednych taki, ze jego Srodek pokrywa sie ze
srodkiem okregu, natomiast wybrana Srednica zawarta jest w osi OX.
Rozpatrujemy punkty L(—7r,0), A(x,y), P(r,0), gdzie punkt A lezy na
okregu, a za’[e.rrig2 4 y2 = i Interesujacy nas kat zawarty jest pomie-
dzy wektorami L A oraz AP. LA = [x —(—=7),y—0] = [z 4+, y]. AP =
[r—z,0—y] = [r—x, —y]. Obliczam LAc AP = [z47r,ylo[r—z, —y] =
(r+a)-(r—az)+y-(—y) = r°—z*—y* = r*—(a*+y*) = r°—r? =0,
CO 0znacza, ze wektory te sg prostopadte.
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Wektor kierunkowy prostej

Ogdblne rownanie prostej na ptaszczyznie ma postac

Ax + By + C =0, (9)

przy czym liczby A, B nie mnogg jednoczesnie byC rowne zeru. Jezeli
A = 0, réwnanie (9) okresla prostg réwnolegtg do osi OX. Jezeli B = 0,
rownanie to okresla prostg rownolegta do osi OY.

Wektor o wspétrzednych [B, —A] jest wektorem réwnolegtym do proste;
(9). Wektor ten nazywa sie wektorem kierunkowym prostej. Dla A = 0O
lub B = 0 powyzsze twierdzenie jest oczywiste. Dla A = 0 #= B za-
uwazmy, ze punkty P (O, —%), Q (1, —%) lezg na prostej (9). Punkty
te wyznaczajg wektor
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o=fi-0 4 (5] =t = F e o

ktory jest rownolegty do wektora [B, —A].
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Rzut wektora na prosta

Aby obliczy¢ rzut wektora swobodnego u na prostg o réwnaniu (9), poste-
pujemy nastepujgco (patrz rysunek):
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1. Przesuwamy wektor u réwnoleglem tak, aby jego poczatek znalazt sie
na danej prostej. Przesuniety wektor oznaczamy u’.

2. Rzut s wektora u’ na prostg obliczamy jako s = ||u’|| - cos a, gdzie «
jest katem, jaki wektor u’ tworzy z prosta.

3. Wielko$¢ cos o wyliczamy z iloczynu skalarnego wektora u’ i wektora
Kierunkowego proste;j.

Ostatecznie
uwo[B,—A]  uo[B,—A] uo[B,—A4]

s = |[u]-cosar= Ju']

WIIB A~ 252 22+ B2
(1)

TMéwiac bardziej precyzyjnie, wybieramy takiego reprezentanta wektora swobodnego u,
kt6rego poczatek lezy na danej proste;j.
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Wektory wielowymiarowe

O wektorach swobodnych na ptaszczyznie méwimy, ze nalezg do prze-
strzeni R2. Analogicznie definiuje sie wektory w przestrzeni R3 i, ogdl-

nie, w przestrzeni R™. Jezeli dane sg dwa wektory a = [a1,a9,...,an],
b = [b1,bo,...,bn] z przestrzeni R™, dziatania na nich definiujemy naste-
pujgco:
a_l_b - [a,]_,CLQ,...,CLn] + [b17b27"'7bn]
= [ay1+b1,a0+bo,...,an + byl (12)
c-a = c-lag,ao,...,an] =[c-a1,c-ao,...,c-an], ¢ € R(13)
aob = [al,ag,...,an] o [bl,bz,...,bn]
n
= ai1b1 + arbo + --- 4+ anby, = Z a;b; (14)
i=1
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Ostatnia z powyzszych réwnosci definiuje iloczyn skalarny.

Jezeli wektory a, b sg niezerowe, kosinus kgta miedzy nimi definiuje sie
jako
aob

cos£(a,b) = iall - b (15)

Wektory, dla kidérych a o b = 0, nazywa sie wektorami wzajemnie pro-
stopadtymi (ortogonalnymi). Uwaga: poniewaz iloczyn skalarny wektora
zerowego z dowolnym innym wektorem znika, uznajemy, ze wektor zerowy
jest ortogonalny do wszystkich innych wektorow.
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Przykiad

4. |1 1 1 _
Dane sg dwa wektory z przestrzeni R™: x = NVt ﬁ,o Y

1 1 s . . .
[\/_ \F’O \/_] Znajdzmy kat miedzy tymi wektorami.

Zauwazmy, ze takze w przestrzeni czterowymiarowej dwa niewspotliniowe
wektory wyznaczajg ptaszczyzne dwuwymiarowa.

Copyright (© 2010,2020 P. F. Géra 10-24



Z definicji (®) cos £(x,y) = % Obliczamy

Xoy = : + _i> 1_|_ 1 .o_|_o.i—1_l_
Y= 3 V3 V3) V33 3= 3 3°

Zatem cos £(x,y) = 0. Wektory te sg ortogonalne.
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