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Wielomianem stopnia n nazywam funkcje R — R

Pu(z) = anz” +a, 12" 1+ -+ ayz+ ao, (1)

gdzie wspotczynniki wielomianu ag, aq,...,an € R oraz an #= 0.

Z uwagi na to, ze wielomiany o wspotczynnikach rzeczywistych mogg miec
zespolone pierwiastki, czesto przyjmuje sie, ze argument wielomianu moze
by¢ zepolony, a nawet ze wspdétczynniki mogg by¢ zespolone. Powyzszg
definicje wypada wobec tego uogdlni¢: Wielomianem stopnia n nazywam
funkcje C — C

Pu(z) =anz"+a, 12" 14+ -4 a1z+ag, (2)

gdzie wspotczynniki wielomianu ag, aq,...,an € C oraz a, # O.
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Roéwnania wielomianowe a rownos¢ wielomianow

Mowimy, ze dwa wielomiany sg rowne, jezeli

e ich stopnie sg rowne,

e wszystkie wspoétczynniki przy odpowiednich potegach sg réwne.

W tej sytuacji wartosci obu wielomianéw obliczane dla kazdego argumentu
sg sobie rowne.

Nalezy to odréni¢ od réwnania wielomianowego, gdzie pytamy, jakie zmienne
spetniajg to rownanie.
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Przykiad

Wyrazenie
tt— x4+ 1=2z%4+32° -2 (3)

jest “rbwnaniem na z”, spetnianym przez cztery liczby: 1 = —1, o ~
0.78324, 13 ~ 0.1084—1.9541 14, x4 ~ 0.1084+41.9541 i. Wielomiany
stojgce po lewej i prawej stronie rownania (3) nie sg rowne.
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Dzialania na wielomianach

e Dodawanie: suma (i réznica) dwu wielomianow jest wielomianem. Wspot-
czynniki sumy wielomiandw, stojgce przy odpowiednich potegach, sg
sumami wspotczynnikow sktadnikow. Stopien wyniku jest niewiekszy
od wyzszego ze stopni sktadnikow.

e |stnieje element neutralny wzgledem dodawania — jest to wielomian
staty, tozsamosciowo rowny 0.

e Dodawanie wielomiandw jest przemienne i odwracalne; dla kazdego
wielomianu istnieje wielomian przeciwny;

e Mnozenie: iloczyn dwu wielomianow jest wielomianem. Stopien wy-
niku jest rowny sumie stopni czynnikow.

e Istnieje element neutralny wzgledem mnozenia — jest to wielomian
staty, tozsamosciowo rowny 1.
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e Mnozenie wielomianow jest przemienne i rozdzielne wzgledem doda-
wania wielomiandéw.

e Wynik dzielenia wielomianu przez inny wielomian na ogoét nie jest wie-
lomianem.

e Mnozenie wielomianéw nie jest odwracalne: Jezeli P, (x) jest wielo-
mianem, obiekt W (x) o tej wtasnosci, ze P, (x) - W (x) = 1 nie jest
wielomianem.

Dzielenie wielomiandw jest na ogét “dzieleniem z resztg”: Jezeli P, (x), Qm(x)
sg wielomianami, n > m, piszemy

Ph(x) : Qm(x) =W(x)r.R < Pp(x) =W(x) - Qm(x) + R (4)
gdzie rownos¢ po prawej stronie zachodzi w sensie réwnosci wielomianow.
W (x) jest wielomianem, R jest liczbg lub wielomianem o stopniu nizszym,

niz stopien Qm,(x).
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Dzielenie wielomianu przez dwumian

Sczegolne znaczenie ma przypadek, gdy wieloman dzielimy przez dwu-
mian = — ¢, gdzie c jest jakas znang liczbg. Majac wielomian A, (x) szu-
kamy wielomianu B,,_1(x), ktory zgodnie z (4) spetnia

An(z) = (. —¢)Bp—1(z) + R (5a)

CO PO rozpisaniu oznacza, ze

ant™ 4+ an_ 12"+ a, 22" 24+ a1z + ag
= (z — ) (bp—12" "  + by 22" 2+ -+ bz +bo) + R (5b)
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Wykonujgc mnozenie po prawej stronie

anz” + a, 12" +a, -

b,_1x"

ob) dostajemy

"%+ +aiz+ag

+ (bp—2—cbyp_1)x

4+ (bp—3 — cby_2)z" 2

+ (bg —cb1)x

+ ()b + R (5¢)
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Poréwnujac potegi przy kolejnych potegach = w réwnosci (5¢) otrzymujemy

bn—1
—cbp—1  +bp—2
—cbp—2 +bp_3

—cbq

= ap
— QGp-1
— anp-2 (5d)
~+bo = a1
—cbg +R = agp

Z pierwszego z réwnan (5d) odczytujemy warto§¢ wspotczynnika b, 1.

Podstawiamy do drugiego z réwnan

oa

| rozwigzujemy je ze wzgledu na

b,,—>. Rozwigzanie to podstwiamy do trzeciego z rownan (5d) — i tak dalej.
Na kazdym etapie musimy rozwigzaé rownanie z jedng niewiadoma.
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Przykiad

Podzielmy wielomian A4(z) = z* + = — 2 przez dwumian z — 1. Uktad
rownan (5d) przybiera postaé

b3 = 1 (6a)
—b3 + b 0 (6b)
—bo + bq 0 (6¢C)
—b1 + bg 1 (6d)
—bg+ R = -2 (6e)

skad z fatwoscig znajdujemy b3 = 1, b = 1,b7 = 1, b9 = 2, R = 0.
Obserwacja, ze R = 0 oznacza, ze podane wielomiany dzielg sie bez
reszty; dwumian x — 1 jest podzielnikiem wielomianu z% 4+ = — 2 lub tez
* 42 —2=(x—1)(z3+ 22+ = + 2) i ta rébwnosé zachodzi w sensie
rownosci wielomiandw.
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Przykiad

Podzielmy wielomian z® — 22% 4 323 4+ 322 — 2z 4+ 1 przez dwumian

x + 2. Uktad rownan (5d

przybiera w tym wypadku postac

by = 1 (7a)

2bp +b3 = -2 (7b)

2b3 +b, = 3 (7¢)

2bo +b1 = 3 (7d)

2b1 +bg = —2 (7€)

2+ R = 1 (71)

skad obliczamy by = 1,b3 = —4,bp = 11,b7 = —19,bg = 36, R =

—71. Zatem (z® — 224 4+ 323 + 322 — 224+ 1) : (z +2) = 2% —
433 + 1122 — 192 + 36 r. — 71. Dwumian z + 2 nie jest podzielnikiem
podanego wielomianu. W wyniku dzielenia otrzymujemy niezerowg reszte.
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“Pisemne’” dzielenie wielomianow

Wielomiany mozna dzieli¢ “pisemnie", podobnie jak dzieli sie zwykte liczby.
Na kazdym etapie dzielimy najwyzszg potege przez najwyzszg potege
dzielnika, wymnazamy dzielnik przez wynik i odejmujemy, obnizajgc w ten
sposoOb stopien dzielnej. Najlepiej to przeanalizowac na przyktadach.
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Przyktad: (z* 4+ 2 —2): (z — 1)

3
x
2 4+ 0> 4+ 0z 4+ =z — 2 : z — 1
ot - 3
:1;3—|—0902—|—ac—2
Nastepny krok:
:133—|— 72
5 + O0x° Oz 4+ = — 2 : = — 1
- 3
x> O:v2+:v—2
x3—£B2
< r — 2
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Kolejny krok:

m3—|— a?2—|—:r;
z* 4+ 0x°> 4+ 0z 4+ 2z — 2 r — 1
- 3
> Oa:2—|—33—2
3 —
x> + x — 2
2 —
20 — 2
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| ostatni:

3 —+ 72 -+ r —+ 2
z* 4+ 0x°> 4+ 0z 4+ 2z — 2 r — 1
4 — 3
> 4+ 0x2 -+ r — 2
3 — T2
s 4+ r — 2
- x
20 — 2
20 — 2

Wielomian = — 1 dzieli wielomian z% + x — 2 bez reszty, a wynikiem jest
3 -+ 2 + xz 4+ 2.

Copyright © 2020 P. F. Géra 9-15



Przykiad: (z% + 2x3 — 2x2 + x + 1): (:1:2 +x+1)

Algorytm “pisemny” moze stuzyC takze do dzielenia przez obiekty bardzie;j
skomplikowane, niz dwumiany.

902—|— r — 4
z* + 223 — 222 + z + 1 : 22 4+ z + 1
5134—|—$3—|-332

> — 32 4+ x 4+ 1

x?’—l— xz—l—a:

— 4z 4+ 0z 4+ 1

— 422 — 4z — 4

4r 4+ 5

W wyniku dzielenia otrzymalismy wielomianowg reszte 4x + 5.
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Miejsca zerowe (pierwiastki) wielomianow

Mowimy, ze zq € C jest miejscem zerowym (pierwiastkiem) wielomianu,

Uwaga: Wielomiany o wspétczynnikach rzeczywistych mogg mie¢ zespo-
lone miejsca zerowe. Przyktad: Pierwiastkami wielomianu 22+ 1 sa liczby
urojone 4.
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Krothos¢ miejsca zerowego

Mowimy, ze miejsce zerowe wielomianu zq jest k-krotne, jezeli
e P(z1) =0,
e pochodne wielomianu az do rzedu k—1 znikajg (zerujg sie) w zq,
PV (z1) =0,
e pochodna rzedu k nie zeruje sie w zq, quk)(zl) #= 0

Przyktad Wielomian P>(z) = z2 ma dwukrotne miejsce zerowe w = = 0,
gdyz P>(0) = 0, P5(z) = 2z, P5(0) = 0, PY(z) = 2, PJ(0) =2 # 0.

Przyktad Wielomian P3(z) = 23 — 322 4+ 3z — 1 ma trzykrotne miejsce

zerowe w z = 1, Istotnie, P3(1) = 0, P4(z) = 322 — 61 + 3‘93—1 = 0,
I _ . _ " _ _

PY(z) = 6 6|%:1 =0, P{'(z) = 6|x:1 =6 # 0.
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Miejsca zerowe wielomianu o wspétczynnikach rzeczywistych sg albo
rzeczywiste, albo parami sprzezone.

Istotnie, niech aq, ..., an sg rzeczywiste. Niech z bedzie miejscem zero-
wym odpowiedniego wielomianu:

anz" +a, 12" 1+ - 4+ajz+ag=0. (8a)
Dokonujemy zespolonego sprzezenia tego rownania:

anz" +a, 1Z" '+ ---4+ajz+ag=0. (8b)

Poniewaz wspoétczynniki wielomianu sg rzeczywiste, ich sprzezenia zespo-
lone sg im réwne

anz” +a, 12" '+ ---4+a1z+ag=0, (8c)

a to oznacza, ze z takze spetnia réwnanie (8a). Jest to mozliwe albo gdy
z = z, czyli z € R, albo obie liczby zespolone z, z sg pierwiastkami tego
wielomianu.
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Przykiad

Rozpatrzmy wielomian =% 4 223 + 22 — 1. Jego pierwiastkami rzeczywi-
stymi sg liczby (-1 — v/5)/2, (=1 4+ +/5) /2. Jego pierwiastkami zespo-
lonymi sg liczby sprzezone (—1+iv/3)/2.
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Podstawowe twierdzenie algebry:

Wielomian stopnia n ma na ptaszczyznie
zespolonej doktadnie n miejsc zerowych, przy
czym wielokrotne miejsca zerowe liczg sie wraz ze
swoimi krotnosciami.
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Postac iloczynowa wielomianu

Kazdy wielomian stopnia n mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci
iloczynowey:

Po(z) = anz"+a,_ 12" 14 Fajz4ag = an(z—z1) (z—22) ... (z—2n)

(9)

gdzie x1,xo, ..., xn S3 pierwiastkami wielomianu (w ogdlnosci: zespolo-
nymi).

Jesli znamy postac iloczynowa, obliczenie wspotczynnikdw wielomianu jest
bardzo proste. Jeéli wielomian jest zadany poprzez swoje wpdtczynniki,
znalezienie jego postaci wielomianowej, czyli znalezienie jego wszystkich
miejsc zerowych, moze by¢ bardzo trudne. W ogdlnosci nie da sie tego
zrobi¢ w postaci analityczne.
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Wzory na pierwiastniki

Pierwiastnik: wyrazenie algebraiczne, pozwalajgce wyliczy¢é miejsce ze-
rowe wielomianu w oparciu o jego wspotczynniki.

Wielomian pierwszego stopnia: ax +b=0 = =z = —b/a.

Wielomian drugiego stopnia: az2 + bz + ¢ = 0 — doskonale znane
wzory “na delte”.

Istniejg niewygodne w uzyciu wzory algebraiczne na pierwiastki wielomia-
now trzeciego stopnia oraz bardzo niewygodne w uzyciu wzory algebra-
iczne na pierwiastki wielomianow czwartego stopnia.

W ogdlnoséci nie istniejg wzory algebraiczne na pierwiastki wielomianéw
stopnia piatego i wyzszych.
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Twierdzenie: Jezeli wielomian ma wspdétczynniki catkowite, to jego pier-
wiastki catkowite, jesli istniejg, sg podzielnikami wyrazu wolnego.

Twierdzenie: Jezeli wielomian ma wspétczynniki catkowite, to jego pier-
wiastki wymierne, jesli istniejg, majg postac p/q, gdzie p jest podzielnikiem
wyrazu wolnego, g podzielnikiem wspoétczynnika przy najwyzszej potedze.

Powyzsze twierdzenie mozna uogdini¢ na przypadek wielomiandw o wspot-
czynnikach wymiernych: Jesli pomnozymy wielomian przez najmniejszg
wspoblng wielokrotno$¢ mianownikow wspétczynnikdéw wielomianu, uzys-
kamy wielomian o wspoétczynnikach catkowitych i takich samych, jak wie-
lomian wyjsciowy, miejscach zerowych.
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Przykiad

Dany jest wielomian W (z) = 2°® — 22% 4+ 22 — « — 2. Podzielnikami
wyrazu wolnego —2 sg liczby 1, —1,2, —2, zatem tylko wsréd tych liczb
mozna szukaé pierwiastkow catkowitych tego wielomianu. Sprawdzamy
W@l) =1-24+1-1-2= -3 #0. W(-1) = —-1-2+
1+41—-2=-3#0 W) =32-2-164+4-2-2 =0,
W(-2)=-32-2-164+2+2—-2 = —-62 #= 0. Wobec tego jedynym
catkowitym mierwiastkiem tego wielomianu jest x = 2. Za pomoca pozna-
nego juz algorytmu dzielenia wielomianéw wielomian ten mozna przedsta-
wié w postaci W (z) = (z — 2)(z* 4+ = + 1).
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Przykiad

Dany jest wielomian P(z) = z3 4 22 + 2 + 4. Podzielnikami wyrazu wol-
nego 4 sg liczby 1,—1,2,—-2,4, —4. Sprawdzamy P(1) =7, P(—1) =
3, P(2) =18, P(—2) = 2, P(4) = 88, P(—4) = —48. Wnioskujemy
stad, ze wielomian ten nie ma pierwiastkdw catkowitych.

Przykiad

Dany jest wielomian Q(z) = 3z3 + 522 — 52 + 1. Pierwiastkow wy-
miernych tego wielomianu mozna szuka¢ wsréd liczb 1,—-1,1/3,—-1/3.
Sprawdzamy Q(1) = 4, Q(—1) =8, Q(1/3) =0, Q(—1/3) = 28/9.
Zatem jedynym wymiernym pierwiastkiem tego wielomianu jest x = 1/3.
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Graniczne zachowania wielomianow

Rozpatrujemy wielomiany o wspoétczynnikach rzeczywistych. Przy okre-
Sleniu, jak taki wielomian zachowuje sie, gdy argument dgzy do oo, wy-
starczy przeanalizowa¢ zachowanie wyrazu wiodgcego, czyli wyrazu z naj-
wyzszg potega zmiennej. Najwyzsza potega okresla stopien wielomian.
e Jezeli wielomian jest stopnia parzystego oraz
— wspotczynnik przy najwyzszej potedze jest dodatni, wielomian dgzy
do +ocow +o0 i W —o0;
— wspotczynnik przy najwyzszej potedze jest ujemny, wielomian dazy
do —ocow oo 1w —o0.
e Jezeli wielomian jest stopnia nieparzystego oraz
— wspotczynnik przy najwyzszej potedze jest dodatni, wielomian dgzy
do +oo W 400 i do —oco W —o0;
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— wspotczynnik przy najwyzszej potedze jest ujemny, wielomian dgzy
do —ocow +oco0ido +ocow —oc0.

Wynika stad, ze wielomian stopnia nieparzystego o wspoétczynnikach rze-
czywistych musi mie€ przynajmniej jedno rzeczywiste miejsce zerowe. Nie-
co bardziej precyzyjnie: suma krotnosci rzeczywistych miejsc zerowych
wielomianu stopnia nieparzystego i o rzeczywistych wspotczynnikach musi
by¢ nieparzysta.
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