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Potegi o wykiadniku naturalnym

Zapis a™,gdziea > 0,n = 1,2, 3, ..., interpretujemy jako skrécony zapis
mnozenia:

a,n:@.a,.al.....@. (1)
n razy

Liczbe a nazwyamy podstawg poteqgi, liczbe n nazywamy wykfadnikiem.

Na przyktad 22 = 2.2, 53 = 5.5.5, 13% = 13-13-13-13. Przyjmujemy,

zeal =a.
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Potegi o wyktadniku postaci 1/n

Przyjmujemy, ze

b=arn <& a=0b", (2)

gdzie a,b > 0, n = 1,2,3,.... Poteqi tej postaci nazywa sie takze pier-
1
wiastkami arytmetycznymi: b = /a. Na przyktad 273 = /27 = 3.
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Potegi o wyktadniku postaci m/n

Przyjmujemy, ze

33

a

= (an)" = @™, 3)

gdzie a > 0, m,n = 1,2,3,.... Na przyktad 6% = (%)2 = V62 =
v/36.
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Potegi o wyktadniku ujemnym

Przyjmujemy, ze

m 1
a n = m o (4)

an
gdziea > 0, m,n = 1,2,3,.... Zasade te mozna uogolni¢, przyjmujac,
ze dla a > 0 zachodzi Va: a=® = ;. Naprzyklad 372 = =5 = g,

2
5 3 =

1
325"
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Potegi zera

Przyjmujemy, ze Yo > 0: 0% = 0. Prosze zwréci¢ uwage, ze zapis 0°
jest tak zwanym symbolem nieoznaczonym, ktérego wartos$¢ nie jest z gory
znana.

Potegi o wyktadniku zerowym

Przyjmujemy, ze Va > 0: a® = 1. Ponownie zwracamy uwage, ze zapis
09 jest symbolem nieoznaczonym.
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Potegi o wyktadniku rzeczywistym

Powyzsze zasady pozwalajg prawidtowo zinterpretowa¢ dowolng potege
o wyktadniku wymiernym, ag, gdzie a > 0, p € Z, q € Z\{0}. Ma-
jac zdefiniowane potegi o wyktadnikach wymiernych, mozemy zdefiniowac
potegi o dowolnych wyktadnikach rzeczywistych. Mianowicie, niech a € R
| {wn } 22 ; bedzie dowolnym ciggiem wymiernym, takim, ze nli_}moo wn = Q.
Wowczas

a® = im a’", (5)

gdzie a > 0.
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Potegowanie liczb ujemnych

Podkreslamy, ze potegowa¢ mozna tylko i wytgcznie liczby nieujemne. Je-
dyny wyjatek czynimy dla poteg o wyktadnikach catkowitych, gdzie mozna
zastosowaé zasady (1) i (). Na przyktad (—1)2 = (-1) - (-1) = 1,
(22 =(-2) - (-2)- (-2) = -8, (-2)™* = s = 15-

W ogdlnosci potegowanie liczb ujemnych prowadzi do niejednoznaczno-
Sci, ktére mozna prawidtowo zinterpretowac dopiero w ramach teorii liczb
zespolonych.
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Dziatania na potegach

Z powyzszych definicji wynikajg nastepujgce zasady dziatan na potegach:
Dla dowolnego a > 0 i dla dowolnych «, 8 € R zachodzi

a® - af = g2 tP (6a)

(a®)? = a®F (6b)
1

a_a — a_a (60)

Przyktad: (53)2 = (5%)-(5%) =(5-5-5)-(5-5-5) = 5:5:5:5:5:5 =
56 =523 = 15625.

Zasada (bc) wynika z zasady (6a)), gdyz (a > 0)

aOé
ale poniewaz jest ona bardzo wazna, zdecydowalismy sie wypisac jg osobno.
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Funkcja potegowa

Korzystajac z powyzszych wtasnoséci, dla = € RT mozemy zdefiniowaé
funkcje potegowg x — z. Dla a > 0 funkcja ta jest rosngca, dla o < 0
malejaca, dla a = O jest to funkcja stata. Wykresy funkcji potegowej dla
przyktadowych wartosci o przedstawia ponizszy rysunek.
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Funkcja wyktadnicza

Dla liczb a > 0O definiujemy funkcje wyktadniczg x — a*. Z wtasnosci
poteg wynika, ze a®” - a=% = 1. Dla a > 1 funkcja a” jest Scisle rosngca,
funkcja a—* Scisle malejgca. Szczegblne znaczenie ma funkcja wyktadni-
cza e”, ktorej podstawg jest liczba

oo

1
e = Z — ~ 2.713828182845904523536023747135266... .

|
n=0 n:
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Funkcje e’ oznacza sie takze exp x. Ponizszy rysunek przedstawia wy-
kresy funcji e* i e™ 7.
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Logarytmy

Logarytmowanie jest operacjg odwrotng do potegowania. Jezeli a > 0,
a # 1, logarytm o podstawie a z liczby x > 0, oznaczany log, x, mowi
nam do jakiej potegi nalezy podnies¢ podang podstawe, aby otrzymac
liczbe =x.

y=Ilog,xr & z=2adY, a,x > 0. (7)

Przyktady: log, 8 = 3, gdyz 8 = 23. logjg 10000 = 4, gdyz 10000 =

. ] —2
10%. loga = = —4, gdyz 1 = 274 091 9 = —2, gdyz 9 = (3) "

logg1 = 0, gdyz 1 = 8°.
Logarytm o podstawie e nazywamy logarytmem naturalnym i oznaczamy

Inx = l0g, .
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Wiasnosci logarytmoéw

Niech a,z, vy, --- > 0. Zachodzg nastepujgce wtasnosci:

log,(z - y) =109,z + 109,y . (8)
Aby to uzasadni¢, zauwazmy, ze z definicji logarytmu w = a'°9% % Wo-
bec tego
log,(z - y) = log, (alogaa: . aloga y> = log, (aloga x+l10g, y)
= log,x + 109,y . (9)

Podobnie dowodzimy, ze

log, <£> = log,x — 109, ¥y . (10)
y
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log,zY =y -log,x (11)

Istotnie,

log, =¥ = log, [(a'ogax)y} = log, [ay'oga ﬂ = ylog, . (12)
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(logzy) - (logy, z) = log, 2 (13)

Postepujemy podobnie, jak poprzednio:

(log, ) - (logy 2) = (logy 2) - (109, y) = 109, (y'°%*) = log, = (14)

Ze wzoru (13

wynika nastepujacy wzor na zamiane podstaw logarytmow:

Te)
log, x = gb:v, a,b,x > 0. (15)
logy a
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Funkcja logarytmiczna

T
In x
log;ox

-2
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Funkcje hiperboliczne

Definiujemy sinus i kosinus hiperboliczny:

: — ]‘ x —X
sinhx = 5(6 —e€ ), (16a)
—_ 1 T —X
coshx = 5(6 + e ) (16b)
Dlaczego “sinus” i “kosinus”™? Ze wzoru de Moivre’a
e = cosxz +isinx (17)
i analogicznego wzoru na e~ mozna fatwo wyprowadzié
: _ 1 1T —1T
Slnw—z—i(e —e€ ) (18a)
1, . .
COSx = — (em + e_m) (18b)
4 AN 7
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-10

10

cosh(>|<)
sinh(x)
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Funkcje odwrotne do hiperbolicznych

ar cosh x
arsinh x

y < coshy =z, (19a)
y < sinhy = . (19b)

Funkcje odwrotne do funkcji hiperbolicznych mozna wyrazi¢ za pomoca
skonczonej kombinacji funkcji elementarnych.

arcoshx = y (20a)
x = coshy (20b)
— 1 Yy Y
T = (e + e ) (20c)
2r = eV 4 e Y (20d)
ey —2x+e ¥ = 0] - (20€)
eV —2zeY +1 = 0 (20f)
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Jest to rownanie kwadratowe w zmiennej €Y. Jego rozwigzaniem jest

ey = z+\z2—1 (209)

y = In <x + /22 = 1) (20h)
arcoshz = In (:U + Va2 — 1) (20i)

Rozwigzanie e¥ = z — \/z2 — 1 daje druga gataz funkgji ar cosh z, za-
znaczong na ponizszym rysunku linig przerywang. Zauwazmy, ze

1 _ r—\Jx2—1 — /a2 1 (21)
:U—I—\/:BQi—l (:U—I—\/agi—l)(aj— af;z—l) |

a wobec tego In (gc —\/x? — 1) = —1In (m—l— 2 — 1).
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Postepujgc analogicznie, stwierdzamy, ze

arsinhz = In (az—l— :132—|—1> (22)
Funkcja ta ma tylko jedng gataz.
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