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Funkcje trygonometryczne

v @c%‘ o
@
_.h'j'/%cﬁ‘ 35
L s
o b« s
b
. a b
SINa = — COSo = —
C C
a b
iga = — Clga = —
b a

Zamiast oznaczen tg, ctg uzywa sie niekiedy oznaczen anglosaskich tan,

cot.
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Podstawowe tozsamosci

Z twierdzenia Pitagorasa

a 2 b 2 2 b2 2 b2
R o
C C C C C
Obowigzuje zatem “jedynka trygonometryczna”

sin“a 4+ cos?a =1 (1)
Zapis “sin? o interpretujemy jako “(sin a)z”; podobnie z innymi funkcjami.

Oczywiste sg takze trzy inne tozsamosci:

t = 2a

e -
(@7

t = 2b

9o Sinla (2b)

ctga = o— (2c)
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Funkcje trygonometryczne /4

Rozwazajgc kwadrat o boku jednostkowym, ktérego przekgtna ma dtugosc
V2, widzimy, ze

sin 45° = sin T =
4

IV

cos45° = cos— =
4
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Funkcje trygonometryczne = /3, 7/6

sin 60° = sin —

SEME

cos60° = cos —

sin 30° = sin —
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cos 30° = cosg
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Funkcje trygonometryczne dowolnego kata

Funkcje irygonometryczne
dowolnego kata:
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Okresowos¢ funkcji trygonometrycznych

VreR, ke Z:
sin(x 4+ 2kw) = sinx (3a)
cos(x + 2km) = coszx (3b)
tg(z + kn) = tgo (3c)
ctg(x + kn) = cigx (3d)

Uwaga: argumenty ujemne odpowiadajg kgtom mierzonym zgodnie z ru-
chem wskazowek zegara.
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Parzystos¢ funkcji trygonometrycznych

sin(—x) = —sinx, cos(—x) = cosx,
tg(—xz) = —tgx, ctg(—x) = —ctgzx. (4)

Znaki funkcji trygonometrycznych

W pierwszej wszystkie sg dodatnie, w drugiej tylko sinus,
W trzeciej tangens i kotanges, a w czwartej kosinus.

©
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Wykres funkcji sinus
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Wykres funkcji kosinus
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Wykresy funkcji tangens i kotangens
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Zmiana czestotliwosci i przesuniecie w fazie

sin(x)
sin(x/2)
sin(2x)
sin(x+1/3) ——

=21 -31/2 -7 -T02 0 /2 b 312 21
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Wzory redukcyjne

sin(z +w/2) =cosz, sin(x+m) = —sinz,
sin (x + 37 /2) = —cos«z, (5a)
cos(x +n/2) = —sinx, cos(x+m)= —cCcosz,
cos (x 4+ 37w /2) =sinx. (5b)

Podobnie dla tg,ctg. Nieparzysta wielokrotno$¢ =/2 — funkcja zmienia
sie na kofunkcje, parzysta wielokrotno$¢ = /2 — funkcja sie nie zmienia.
Znak ustalamy zgodnie ze znakiem lewej strony zaktadajgc, ze x nalezy
do pierwszej ¢wiartki.
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Korzystajgc z powyzszych wzordw redukecyjnych i parzystosci funkcji trygo-
nometrycznych, mozna wyprowadza¢ wzory postaci sin(kw/2 —x), k €
Z.. Na przyktad

sin(r/2 —x) =sin(x/2+ (—x)) = cos(—x) = cosx, (6a)
cos(w —x) =cos(mr+ (—xz)) = —cos(—x) = —cosz. (6b)
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Wzory na funkcje kata podwojonego

Korzystamy ze wzoru de Moivre’a:

e = cos(2z) + isin(2z) (72)
z drugiej strony
. )
R (em) = (cosz +isinz)?
= cos’x —sin?z + 2isinx cosz (7b)
Poréwnujgc czesci rzeczywiste i urojone (7a) i (7b) widzimy, ze
sin(2x) = 2sinxCcoswx (8a)
cos(2x) = cos’x —sin’x (8b)
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Wzory na funkcje sumy i réznicy katow

Powyzsze wzory mozna uogolnic:

sin(ed+ B8) = sinacosB 4 cosasinpg (9a)

sin(e — 8) = sSinacosf — cosasing (9b)

cos(ae+ B) = cosacosf —sinasinf (9c)

cos(ae—fB) = cosacosf+sinasing (9d)
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Wzordw tych mozna uzywac¢ do udowadniania (sprawdzania) rozmaitych

tozsamosci trygnonometrycznych.

Przykiady

sin(a + B) sin(a — B)

= (Ssinacos B 4 cosasinB) (sinacos B — cosasin f)
= SiHQOzCOSQB—COSQOzSinQB

= sin® a(l —sin?B) — (1 — sin®a) sin? 3

= sin?a — sin2asin2[3 — sinzﬁ -+ sinzasinzﬁ = sin®a — sin25.

(10a)
gy +tgz c?cl)nsg/ + gér;'i . COSy1COSz __sinysinz
— COSy |, cosz 1 — =1gytgz
Clgy +clg 2 siny sin z Sinysin z COSYycosz
(10b)
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Funkcje cyklometryczne: funkcje odwrotne do trygonometrycznych

Funkcje trygonometryczne mozna odwracac tylko w przedziatach, w kto-
rych funkcje te sg monotoniczne (jezeli funkcja nie jest monotoniczna, nie
jest wzajemnie jednoznaczna).

Funkcja sinus jest odwracalna w przedziale [—=7 /2, 7/2]:

y=arcsinx, y € [-n/2,n/2] < Jrx € [-1,1] i x =siny (11)

Funkcja kosinus jest odwracalna w przedziale [0, «]:

y=arccosz, y € [0,7r] ©dre[-1,1] : x = cosy (12)
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arcus sinus
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arcus kosinus
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Réwnania trygonometryczne: sinus

Rozpatrzmy rownanie
Sine = z. (13)

Jezeli |z| > 1, rébwnanie to nie ma rozwigzania. Jezeli z = —1,0,1,
rozwigzania sg trywialne. Pozostaje rozpatrzy¢ dwa przypadki.
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a)0<z<1.

0.5

-0.5

0 w2 s 312 2n

Z symetrii widzimy, ze m — xo = x1, a zatem (n € Z)

r=arcsinz+4+2nmtVax =m—arcsinz 4+ 2nmw. (14a)
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b) -1 <2z <0.

0.5

-0.5

0 w2 s 312 2n

Z symetrii wykresu x3 = m + arc sin (|z]), a takze z3 — ™ = 27 — x4,
skad 4 = 37 — x3 = m — x3 = —arc sin (|z|); dwie ostatnie rownosci
wynikajg z okresowosci funkcji sinus. Zatem (n € 7Z)

x = —arcsin(|z|) +2nm Vax = 7 4 arc sin (|z|) + 2nx (14b)
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Rownania trygonometryczne: kosinus

Rozpatrzmy rbwnanie
cCosz = z. (15)

Jezeli |z| > 1, rébwnanie to nie ma rozwigzania. Jezeli z = —1,0,1,
rozwigzania sg trywialne. Tak jak poprzednio, pozostaje rozpatrzy¢ dwa
przypadki.
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a)0<z<1.

cos(x)

0.5

-0.5

Mamy xz1 = arc cos z, a z parzystosci zo = —x1. Zatem (n € 7Z)

x = arc cosz + 2nw V x = —arc cos z + 2nmw (16a)
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b) -1 <2z <0.

0.5

-0.5

Z symetrii wykresu pi/2 — x1 = x3 — /2 = x3 = 7™ — x1, hatomiast
z parzystosci x4 = —x3. Ostatecznie (n € Z)

x =m —arccos (|z|) +2nmt Ve = —xm +arccos (|z]) +2n7. (16b)
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Przykiad

Rozwigz réwnanie:

1
COS2x = —— (17a)
3
Oznaczmy 2x = u. Mamy zatem
1
COSu = —— (17b)
3

Zgodnie ze wzorami (16b

1 1
u = 7 — arc cos <§> + 2nm V u = —m 4 arc cos (5) + 2nmw  (17¢)

1
r = ig = arc cos (§> + nw (17d)
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Przykiad

7T X TT X 7T
Sin ——|——)—sin (———):—cos— 18a
(5 2 5 2 5 ( )
Skorzystamy ze wzorow na sinus sumy i réznicy katow:
. T Xr mwo. I . T Xr m™wo. I 7T
Sin —Ccos— + cos—Sin— —Sin—cosS— 4+ cos—Sin— =—= — COS—
5 2 5 2 5 2 5 2
m™wo. I T
2COS—Sin— —= —CO0S—
5 2 5
. X
2sin— = -1
2
T 1
Sin— = ——
2 2
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Po skorzystaniu ze wzorow (14b
X 7T
— = —— 42k
> g T 2hT
{
y % + kn (18b)
7T
= —— 4 4k
T 3 + 4k
IV
Y ?” + 4k (18c)
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