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Indukcja matematyczna

Indukcja matematyczna jest treScig jednego z aksjomatow teorii liczb na-
turalnych.

Jezeli pewna teza
e zachodzi dla jakiego$ ng € N

e z tego, ze teza zachodzi dla jakiego$ n wynika, ze teza ta zachodzi
dla n+1

wowczas teza ta zachodzi dla wszystkich naturalnych n > ng.
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(dng € N: P(ng)) A (Yn: P(n) = P(n+1)) = Vn > ng : P(n)

W powyzszym wyrazeniu pierwszy duzy kwantyfikator nie mowi, ze dla
kazdego n zachodzi P(n), tylko ze dla kazdego n — kazdego, czyli do-
wolnego, czyli takiego, o ktdorym nie czynimy zadnych dodatkowych zato-
zen — zachodzi implikacja P(n) = P(n+1); ta zas implikacja stanowi
cze$SC poprzednika szerszej implikacji. A wiec, jeZeli dla kazdego, czyli
dowolnego, w zaden inny sposob nie wyspecyfikowanego n, zachodzi ta
implikacja, to itd.
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Indukcja matematyczna jest jak wchodzenie
po drabinie.

1. Musimy stang¢ na najnizszym szczeblu.
2. Jezeli wiemy, ze z jakiegos szczebla
potrafimy wejSC na nastepny,

to wiemy, ze potrafimy przejS¢ przez catg
drabine: z pierwszego szczebla mozemy
przejS¢ na drugi, z drugiego na trzeci i tak
dalej, az do nieskonczonosci.
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Przykiad 1

Udowodnij, ze

1
Dowédd: Dlan=1mamy L = k=1,

k=1
P=1-(14+1)/2=2/2=1=1.
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Krok indukcyjny. Przyjmujemy, ze teza zachodzi dla pewnego n > 1. Obli-
czamy

n—+1 n

S k=Y k4 (n+1)

k=1 k=1
:n(n2—|—1)_I_(n_l_l):n(n—l—l)—;Q(n—l—l) _ (n—|—1)2(n—|—2)

(1b)

co konczy dowdd, gdyz otrzymaliSmy wyrazenie postaci (1a) z n zastgpio-
nym przez n—+1.
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Przyktad 2

Udowodnij, ze

i 12 n(n + 1)6(2n + 1) (2a)

1
Dowod: Dlan =1mamy L = . k2=12=1,

k=1
P=1-(14+1)-(2-1+1)/6=2-3/6=6/6=1= L.

Krok indukcyjny. Przyjmujemy, ze teza zachodzi dla pewnego n > 1. Obli-
czamy
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n—+1
Z k2 = Z k% + (n+1)2

k=1
:”(”+1)6<2”+1>+< L 1)2= "Zl-(n<2n+1)+6(n+1>>
:n_gl-(2n2—|-7n+6)=

katwo sprawdzié, ze ostatnie wyrazenie w nawiasie (2n? + 7n + 6) =
(n+2)2n+3)=n+2)2(n+1)+1). Zatem

_(n+1D)@+2)2(n+1)+1)

6 Y

(2b)

co konczy dowdd.
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Przykiad 3

Niech symbol a|b 0znacza, ze liczba catkowita a jest podzielnikiem liczby
catkowitej b. Udowodnij, ze dlan > 0O

2] (n2 — n) (3a)

Dowéd: Dlan = 1,n° —n =12 -1 =
przez 2. Przyjmijmy, ze dla pewnego n >
jakas$ liczbg naturalna.

1 —1 = 0, co jest podzielne
1, n2 — n = 2s, gdzie s jest

(n—|—1)2—(n—|—1) = n?42n+1-n—1 = n?—n+2n = 25+2n = 2(s+n)
(3b)

co jest podzielne przez 2.
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Przykiad 4

Udowodnij, ze
3] (n3 — n) (4a)

Dowdd: Pierwszy krok dowodu indukcyjnego wyglada tak samo, jak w przy-
ktadzie poprzednim, wiec go pominiemy. Przyjmujemy, ze dla pewnego
n > 1, n3 — n = 3s, gdzie s jest jaka$ liczba naturalna.

(n+1)3—(n+1)=n3—|—3n2+3n—|—1—n—1
=n3—n—|—3n2—|—3n=33—|—3n2—|—3n=3(s—|—n2—|—n) (4b)
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Przykiad 4

Dany jest cigg Fibonacciego: a1 = 1, ap = 1, ap4o = ap41 + an.
Udowodnij, ze

2 |a3n (5a)

Dowdd: Jak tatwo wyliczy¢, a3 = a» + a1 = 1 4+ 1 = 2, a wiec teza
dla n = 1 zachodzi. Zaktadamy, ze zachodzi ona dla jakiegos n > 1,
a3, = 2s. Wowczas

A3(p41) = 43n+3 = A3p42 T G3p4+1 = A3p+41 T G3p TA3n41
a3;Lr—|—2
= 2a3p41 + a3zp = 2a3,41 + 25 = 2(azp41 + 5) (5b)
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Przyktad 6 — wzor dwumianowy Newtona

Udowodnij, ze dlan € N

(a +b)" = Z (:)akbn—k — Z (n)an—kbk (6a)

k=0 k=0
(wzor dwumianowy Newtona).

Dowéd: Udowodnimy tylko pierwszg z powyzszych nierédwnosci; dowdd
drugiej bedzie w tej sytuacji trywialny. Doddowd przeprowadzimy indukcyj-
nie.

Dla n = 0O, lewa i prawa strona dajg jeden, a wiec teza zachodzi. Przyj-
mujemy zatozenie indukcyjne, iz teza (6a) zachodzi dla pewnego n > 1.
Przeksztatcamy wyrazenie
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k
k=0
+ 1\ o,n nomA 1 gy +1
_ (n ' )aob +1_|_kZ::1 (n ' )akb +1 k_|_(z+1)a +1,0
:an—l—l_l_bn—l—l_l_ zn: (n‘]:].)akbn—l—l—k: (6b)
k=1

Jak wida¢, wydzieliliSmy poczatkowy (zerowy) i ostatni (n+1) wyraz prze-
ksztatcanej sumy. W pozostatej czesci “niepokoi” nas czton n+1 w géornym
poziomie symbolu Newtona. Aby mozna sie go byto pozby¢, zaczniemy od
przenumerowania wyrazow szeregu: zamiast sumowac po k od 1 do n,
mozemy sumowac po zmiennej [ od 0 do n — 1. Innymi stowy, przyjmu-
jemy,ze k = [+ 1, oraz | przebiega zakres od 0 do n — 1. Zmiana gornej
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granicy sumowania nie zmienia wyrazen zawierajagcych n w sumowa-
nym wyrazeniu! Otrzymujemy

_ ond1 | ant1l nt 1y i1pnt1-(+1)
=a"T1 4 +Z(l+1) b

= n+1+bn+1+z[() (4 )]t = o

gdzie skorzystaliSmy z pewnej tozsamosci przedstawionej na poprzednim
wyktadzie. Otrzymujemy dalej
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_an—l-l_l_bn-|—1+ Z ( ) l—l—lbn l_l_ Z (l_lrrj]-) l-l-lbn—l (6d)
[=0

W drugiej z powyzszych sum ponownie zmieniamy sposOb numerowania
wyrazow — przyjmujemy, ze [ = k — 1, gdzie k przebiega zakres od 0 do
n (jest to powrdt do pierwotnego sposobu numerowania). Zatem
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=g n—l—l_l_bn—l—l_l_z(>l—|—1bnl_|_z()kbn (k—1)
=1

—1
=an+1+bn+1+a-lgjo(l>abn "+ b Z ( ) akpn—F

=a (nzl (7)albn_l—|—an> +b (b”—|— 3 ( )akpn™ ’f) =... (6e)
A\i=0 k=1

7 \ 7
~~ ~"

gdzie najpierw wyciggneliSmy wspdlne czynniki przed znaki sumy, a p6z-
niej wyciggneliSmy wspolne czynniki przed nawias. Zauwazmy, ze wyraz

" jest “brakujgcym”, n-tym wyrazem pierwszej sumy. Podobnie b" jest
“brakujgcym”, zerowym wyrazem drugiej sumy. Zatem
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..=a.i(l) . z (") akpn+

=a-(a+b"+0b-(a+ b)” (a + p)n Tt (6f)

co konczy dowdd.
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Kolejne przyktady

Nastepujgce tozsamosci
n
() =2, (72)
k=0

> ()

=3

3
|
@)
3
\Y,
e
N
c

=

takze mozna udowodni¢ indukcyjnie. Skoro jednak mamy juz udowodniony
wzér dwumianowy Newtona (6a), mozemy je udowodni¢ bardzo prosto,
w pierwszym przypadku podstawiajgc a = 1, b = 1, w drugim a = 1,
b=-10
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