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Ciagi
Mdowiagc nieformalnie, cigg to sposdb ponumerowania jakichs obiektow.

Mowigc formalnie, cigg to odwzorowanie (pod)zbioru liczb naturalnych w ja-
ki inny zbior. Jesli ten zbiér jest zbiorem liczbowym, méwimy o ciggu
liczbowym.

Zazwyczaj poczatkowemu wyrazowi ciggu przypisuje sie numer 0 lub 1.

Cigg skonczony, o wyrazach od aq do ay 0znacza sie {an}ﬁle. Ciag nie-
skonczony, o poczgtkowym wyrazie a1, oznacza si¢ {an };2 ;. Oczywiscie

zamiast litery “a” mozna uzy¢ dowolnej innegj litery.
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Przykiady

: 1. —1. :
2,a/n — H,a/n — n_l_l,a/n = Sin (%)

an = 2N, an = n T1

Pytanie: Czy wszystkie powyzsze ciggi mozna numerowac od 07
Uwaga: zamiast podawac jawny wzor na n-ty wyraz ciggu, ciggi mozna

takze definiowac rekurencyjnie, podajgc wyraz poczagtkowy i sposbb obli-
czania kolejnego wyrazu z wyrazow poprzednich, na przyktad

a;p = 1,
(1)
anp = , n=2,3,....
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Ciagi monotoniczne

Dany jest cigg {an}>2 . Jezeli

VneN:Iap,4q1 2 an (2)
cigg ten nazywamy rosngcym. Jezeli natomiast

VneN:Iap41 <an (3)
cigg nazywamy malejgcym. Jesli nierbwnosci w powyzszych wyrazeniach
sg silne, méwimy, odpowiednio, o ciggu silnie (lub: sciéle) rosngcym/malejgcym.

Definicje te tatwo uogolni¢ na przypadek cigagdw skonczonych.

Jezeli
Vn € N : Ap+4+1 = an (4)

cigg nazywamy ciggiem statym.
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Ciag arytmetyczny

Cigg arytmetyczny to cigg, ktory spetnia

dreRVneN:Ia,4 1 =an+r (5)

katwo udowodni¢ nastepujgce wzory (S, oznacza sume n poczgtkowych
wyrazow):

an = a1+ (n—1)r (6a)
ay = on-l er Intl 50 (6b)
Sn = ’n,.al_;an (6C)
S, = p.20t (2” — r (60)
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Ciag geometryczny

Cigg geometyczny to cigg, ktory spetnia
dgeRVneENIa,11=q-an (7)

katwo udowodnié nastepujgce wzory (S, 0znacza sume n poczatkowych
wyrazow):

n—1

an = ( - aq (8a)

an = /Gp—1 apy1 N =2 (8b)
1 —q"

Sn = aq q71 (80)
1—g¢q

Z ostatniego wyrazenia wynika, ze jezeli |¢| < 1, suma wszystkich (nie-
skonczenie wielu) wyrazdw ciggu geometrycznego istnieje, jest skonczona
| Wynosi Soo = a1 /(1 — q).
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Przykiad

Czemu rowna sie liczba o rozwinieciu dziesietnym sktadajgcym sie z nie-
skonczenie wielu cyfr 9?

Tr = O.99999999999%999999999 C. (9)
nieskonczenie wiele dziewigtek

Zauwazmy, ze cigg kolejnych przyblizen dziesietnych liczby x

r1 = 0.9 (10a)
xo = 0.99 (10b)
r3 = 0.999 (10c)
rgq = 0.9999 (10d)
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stanowi cigg sum poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego o0 a1 =
0.9ig=0.1:
r1 = a1 = 0.9 (11a)
a =0.1-09=0.09 = x> =ux1+ax=0.94+0.09 =0.99 (11b)
a3 =0.1-0.09 =0.009 = 3 =2+ a3z =0.99+ 0.009 =0.999 (11c)
ag = 0.1-0.009 = 0.0009 = x4 =23+ as = 0.999 + 0.0009 = 0.9999
(11d)

Zatem rozwiniecie dziesietne liczby x do n cyfr

Tn = 0.9999%99999, (12)
n dziewigtek

jest rowne

1 (0.1)" 1-(45)" 1
: =] =0.9. 10/ —1- = (13)
1-0.1 0.9 107
Dla n — oo ostatni wyraz znika i x = xc = 1.
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Ciag Fibonacciego

Cigg Fibonacciego zdefiniowany jest nastepujgco:

"

1 n=1
\fn—2+fn—1 n =3

Poczatkowe wyrazy ciggu Fibonacciego wynoszg {1,1,2,3,5,8,13,21, 34,
55,89,144,233,377,610,987,1597,2584,4181, ... }. Kolejne wyrazy
tego ciggu nazywa sie liczbami Fibonacciego.

Cigg Fibonacciego ma duze znaczenie w kombinatoryce, geometrii (sic!),
obliczeniach numerycznych i réznych zagadnieniach “teoretycznych”.
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Symbol sumy, >

Niech bedzie dany cigg {an} 2 ;. Do okreslenia sum wyrazéw tego sze-
regu uzywa sie symbolu >_.

N
Y ap — suma wyrazéw do a; do ay.
k=1

4
Zan:a1+a2+a3+a4

n=1
6

1 1 1 1 1 1
E =144 =
—n ToT3taTs5 e

-
> by =1b2+bs+bs+bs+be+br

[=2
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Uwagi

1. Wskaznik sumowania jest “martwy”, wskaznik sumowania jest tylko
0znaczeniem, mozna go przemianowac:

N N
Y oag=) a=a1+ax+--+ay_1+ay (15)
k=1 =1

2. Sume mozna rozbi¢ na czesSci:
N M N
Yoag= D, ap|+| D>, ar|, M<N (16)

3. Z sumy mozna wydzieli¢ jakies wyrazy, na przyktad pierwszy lub ostatni:

N N-1
Zbl:bl‘l'(z bl)‘l'bN (17)
=1 =2
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4. Wskaznik mozna “przesungc”:

N N-—-1
Z ap = Z ak_|_1 (18)
k=1 k=0

ZwroCmy uwage, ze po rozwinieciu wyrazen sumowanych, po obu stro-
nach (18) pojawig sie doktadnie te same wyrazy.
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lloczyn, |]

Podobnie mozna zdefiniowac iloczyn wyrazéw jakiego$ ciggu:

N
H an=ai-ay----- anN_1-an (19)

n=1

Sumy i iloczyny nieskonczone

Jezeli cigg {an} jest nieskonczony, mozna definiowac sumy i iloczyny nie-
skonczone:

00 00
S an, ] an.
n=1 n=1

X %k >k
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Wzory skroconego mnozenia

(a+b)°2 = (a+b)(a+b) =a’+ab—+ba—+b> = a’®+ 2ab+ b°

(a 4+ b)? = a® + 2ab + b (20)
(a — b)? = a? — 2ab + b2 (21)
a® —b° = (a+b)(a—0b) (22)
(a 4+ b)3 = a3 + 3a%b + 3ab® + b3 (23)
(a — b)3 = a3 — 3a°b + 3ab® — b3 (24)
Czy te wzory mozna jako$ uogolnic?
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Dlan € N:
1 —
n! = n=0 (25)
n-(n—1) n>1
Dan>1:n"=n-(n—-1)- (n—-2)-----2-1.
ol =1, 1 = 1,2 = 2,3l = 3.2 = 6,4 = 4.6 = 24,

5/ =5.24 =120,6!=6-120 =720, ...
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Symbol Newtona

Niechn,k € N, k£ < n.

0
<o>20!(0—0)!_1-1

(o) =

O! 1

6 6!
<4) T 416 —4)

3! 3!
01(3—0)! 31
1.2.3.4.5.6
1-2-3.4-1-2

1

5-6
— =15

(26)
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Trojkat Pascala

Wartosci symbolu Newtona mozna odczyta¢ z tablicy, zwanej trojkgtem
Pascala

n=20 1
n = 1 1
n = 1 2 1
n = 1 3 3 1
n = 1 4 6 4 1
n = 1 5 10 10 5 1
n==6 1 6 15 20 15 6 1
Na brzegach zawsze sg jedynki. Poczgwszy od wiersza n = 2, we-

wnetrzne pozycje sg sumami elementow stojgcych nad nimi.
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Wiasnhosci symbolu Newtona

(Ic):(n—k)’ (27)
n n n—+1
(k>+(k—|—1>:(k—|—1) k<n, (28)
nn _ m-+1, k+1
<k _(k—l—l) n+ 1 (29)
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Dla przyktadu sprawdzmy réwnos¢

n!

27)):

<n— k> ~ (n— k)!(n; (n—k) _ (n— k.)!(k)! T E(n—k)l

n|

n!

= ()

(30)
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Wz6r dwumianowy Newtona

(a+b)" = 3 (1)a" "
k=0
= 3 ()aor* (31)
k=0

Ostatnia réwno$¢ wynika wprost z (27).
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Przykiady

katwo sprawdzi¢, ze wzory skréconego mnozenia (a + b)2, (a — b)2,
(a 4+ b)3, (a — b)3 sa zgodne ze wzorem (37).

Korzystajgc z trojkata Pascala, odczytajmy ze wzoru dwumianowego New-
tona (31) wyrazenie na (a + b)°:

|
Mo

(a + b)5 (5) a5—kbk

k
n (i’)aS—lbl n (Z>a5—2b2 n <?>a5_3b3

5
5—4;4 5-5;5

—+ ( a b + <5>a b

= a° 4 5a%b + 10a3b% + 10a°b3 + 5ab* + b°. (32)
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