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Liczby naturalne

Liczby naturalne: 0,1,2,3,.... (To, czy zero jest naturalne, jest kwestig
umowy.) Zbior liczb naturalnych oznaczam przez N.

Zbior liczb naturalnych zdefiniowany jest przez odpowiednie aksomaty (ak-
sjomaty Peano (wtasciwie: Peana)), ktérych nie bedziemy tu omawia¢ ®

Liczby catkowite

Liczby naturalne i liczby przeciwne do nich: 0,1, —-1,2,—-2,3,-3,.... Wi-
dac, ze zbidr liczb catkowitych mozna ustawi¢ w cigg, czyli ponumerowac
za pomocg liczb naturalnych. Jest to bijekcja. Widzimy wiec, ze zbior liczb
catkowitych jest rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych. Zbiory row-
noliczne ze zbiorem liczb naturalnych nazywam zbiorami przeliczalnymi,
a ich moc oznacza sie symbolem Rg. Zbior liczb catkowitych oznaczam
symbolem Z.
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Liczby wymierne

Rozpatruje utamki, czyli wyrazenia postaci -, gdzie m € Z, n € Z\{0}.
Jezeli m,n majg wspolny czynnik, to znaczy 3k,p € Z,q € Z\{0} :
m =k-pAn=k-q, mowimy, ze utamki ™ i % sg sobie rowne:

n k-q

m _k-p_p ()
q

Jezeli takie k nie istnieje, o utamku méwimy, ze jest nieskracalny, a jego
licznik i mianownik sg wzglednie pierwsze. Zbior wszystkich mozliwych
utamkow nazywam zbiorm liczb wymiernych i oznaczamy Q. Liczby wy-
mierne majg skonczone lub okresowe rozwiniecia dziesietne.
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Zbior wszystkich liczb wymiernych jest przeliczalny

Aby to udowodni¢, zacznijmy od dowodu, ze zbior dodatnich liczb wymier-
nych jest przeliczalny. W tym celu ustawmy wszystkie dotatnie utamki w ta-
blice postaci

1 1 1 1 1
1 2 3 4 5
2 2 2 2 2
1 2 3 4 5
3 3 3 3 3
1 2 3 4 5 (2)
4 4 4 4 4
1 2 3 4 5
5 5 5 5 5
1 2 3 4 5
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Na kolejnych przekatnych lezg utamki o statej sumie licznika i mianow-
nika, kazda taka przekatna sktada sie ze skonczenie wiele takich utam-
kow. Kazdy utamek lezy na jakiej$ przekatnej. Dlatego uktadajgc kolejno
utamki najpierw z pierwszej przekatnej, potem z drugiej, potem z trzecie;
| tak dalej, ustawimy liczby wymierne dodatnie w cigg (z powtorzeniami):

QJr_{1213214321 } 3)
1271727172371’ 2’3’4 "

Teraz, jak w wypadku liczb catkowitych, wstawiamy liczby ujemne za ich
dodatnimi odpowiednikami.
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Liczby rzeczywiste

Nie wszystkie liczby sa wymierne! Przyktad: rozpatrzmy /2, czyli nie-
ujemna liczbe o tej wtasnosci, ze v/2 - v/2 = 2. Dowdd nie wprost: Przyj-
mijmy, ze 3m,n € N : V2 = 7r i utamek 7" jest nieskracalny. Mamy

V2 = 2 (4a)
o
2n° = m? (4c)

Liczba m? jest parzysta, a zatem takze liczba m jest parzysta: 3k € N :
m = 2k. Mamy wiec

2n? = (2k)% (4d)
2n? = 4k° (4e)
n? = 2k? (4f)
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Widzimy, ze takze liczba n? jest parzysta a wiec liczba n jest parzysta,
dl € N : n = 2I. Ostatecznie 7> = 21 E k,1 € N, co jest sprzeczne
V4 za’fozemem ze utamek ™ - Jest nleskracalny

Liczby, ktére nie sg wymierne, nazywamy liczbami niewymiernymi. Liczby
niewymierne majg nieskonczone, nieokresowe rozwiniecia dziesietne. Sume
mnogosciowg zbioru liczb niewymiernych i wymiernych nazywa sie zbio-
rem liczb rzeczywistych i oznacza R. (Niezbyt precyzyjnie) zbior liczb
rzeczywistych mozna zdefiniowac jako zbidr granic wszystkich mozliwych
ciggow zbieznych o wyrazach wymiernych. Zachodzi

NCZcCQCR. (5)
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Mozna udowodni¢, ze zbioru liczb rzeczywistych nie da sie ustawiC w ciag,
ponumerowac. Zbidr liczb rzeczywistych jest nieprzeliczalny.

Zbior wszystkich liczb rzeczywistych, wymiernych i niewymiernych, ktére
sg pierwiastkami réwnan wielomianowych o wspétczynnikach wymiernych,
nazywamy zbiorem liczb algebraicznych. /2 jest liczba algebraiczna. Zbiér
liczb algebraicznych jest przeliczalny. Liczby niewymierne niebedace pier-
wiastkami takich rownan nazywa sie liczbami przestepnymi. Najbardziej
znanymi liczbami przestepnymi sg = i podstawa logarytméw naturalnych, e.
Zbior liczb przestepnych jest nieprzeliczalny.
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Dziatania na liczbach rzeczywistych

Niech z,y, z € R.

Dodawanie jest przemienne:

rt+y=y+x
Dodawanie jest tgczne:

t+(y+z)=@C@+y +=z

Cwiczenie: Udowodnij, ze = + (y + 2) = (z + 2) + y. Dowdd:

x4+ (y+2) = (y+ 2)+ x (przemiennosc) (8a)
(y+2)+z = y+ (z+ =) (tacznosc) (8b)
y+(z+2) = (x4 2)+ y (przemiennosc) (8c)
r+(@y+z) = (z+2)+y (8d)
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Mnozenie jest przemienne:

T-Yy=y-T (9)
Mnozenie jest taczne:
- (y-z)=(z-y) = (10)
Mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania:
- (y+z)=z ytz-z (11)
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Kolejnos¢ dziatan

Mnozenie i dzielenie majg taki sam priorytet. Priorytet ten jest wyzszy, niz
dodawania i odejmowania, ktére z kolei majg rowny sobie priorytet. (Odej-
mowanie to dodawanie liczb ujemnych.) Napis a 4 b - c interpretujemy jako
a + (b - ¢). Dla unikniecia niejednoznacznos$ci nalezy stosowac nawiasy;
wyrazenie w nawiasie oblicza sie najpierw.

Przyktad:
6
3

—|—%=1—O (12a)

4
24+4:.:3=24—=
+ —I-3 3

ale

(24+4):6=6:6=1 (12b)

Uwaga: Zdecydowanie odradzam stosowania “szkolnego” zapisu %O =

33, gdyz to ostatnie mozna fatwo pomyli¢ z 3 - § = 1.
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Liczby zespolone

Definicja: C — zbidr par liczb rzeczywistych

C={z=(z,y): =,y € R}, (13)
w ktérym okreslono nastepujgce dziatania:
dodawanie
21+ 20 = (z1,91) + (22,92) = (1 + 22,91 + y2) (14)
mnozenie
2122 = (z1,91) - (22,92) = (z122 — Y192, T1Y2 + T2Yy1 X19)
Elementy zbioru C z tak okreslonymi dziataniami nazywamy liczbami ze-
spolonymi.
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Liczby rzeczywiste

Zauwazmy, ze liczby zespolone postaci (x, 0) dodajg sie i mnozg tak, jak
liczby rzeczywiste:

(1,0) + (22,0) = (1 + 22,0+ 0) = (1 + 22,0) (16a)
(1,0) - (22,0) = (x120 —0-0,21 - 0+ 22 -0) = (x122,0) (16b)

Wobec tego liczby zespolone postaci (x,0) bedziemy utozsamiac z licz-
bami rzeczywistymi z. R C C.
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Liczby urojone

Obliczmy teraz (0, 1)2.

(0,1)°=(0,1)-(0,1)=(0-0-1-1,0-140-1) = (-1,0)
(17)

Liczbe zespolong (—1, 0) utozsamiliSmy z liczbg rzeczywistg —1. Oznaczmy

(0,1) = (18)
Mamy zatem

2= —1 (19)

Liczby zespolone postaci (0, x) nazywamy liczbami urojonymi. Kwadraty
liczb urojonych sg ujemnymi liczbami rzeczywistymi.
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Tradycyjna reprezentacja liczb zespolonych

Liczbe zespolong z = (x,y) € C najczesciej przedstawia sie w postaci

z=zxz+1y, z,y€eR (20)

Jesli z = x+1iy, x = Re z nazywa sie czescig rzeczywistg, natomiast y =
Im z nazywa sie czescig urojong liczby zespolonej z. z = (Re z)+i(Im z).

Takie przedstawienie jest zgodne z podang definicjg mnozenia: Niech z; =
x1 + 1y1, 20 = x> + iyo>. WOwczas

2120 = (x1 +iy1) (o + iyo) = z1@0 + i(z1y0 + Toy1) + i2y1yo
= x122 — Y192 + i(x1y2 + T2Y1) - (21)
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Liczby zespolone tworzg ciato
1. Dodawanie jest tgczne:
V21,229,233 € C: (21 4+ 20) + 23 = 21 + (20 + 23) = 21 + 22 + z3.
2. Istnieje element neutralny dodawania:
V2zeC: 24+ 0=0+4 2z = z,gdzie 0 = (0,0) € C.
3. Istnieje element odwrotny wzgledem dodawania:
VzeCd—2€C:z4+(—2)=—24+2=0.
4. Mnozenie jest tgczne:
V21,229,233 € C: (21 -20) 23 =21 (20-23) = 21 - 22 - 23.
5. Istnieje element neutralny mnozenia:
VzeC:z-1=1-2=2,9dziel =(1,0) € C.
6. Istnieje element odwrotny wzgledem mnozenia:
V2z=€C,z#03z1eC:z- 271 =2"1.2=1.
7. Mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania:
Vz1,209,23 € C: 21 - (20 + 23) = 21 - 20 + 21 - 23.
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Ponadto
8. Dodawanie jest przemienne:
Vz1,20 € C: 21 4+ 20 = 20 4 21.
9. Mnozenie jest przemienne:
V21,20 € C: 21 - 20 = 29 - 21.

Méwimy, ze liczby zespolone wraz z okreslonymi na nich dziataniami two-
rzg ciato przemienne.

Uwaga!
W ciele liczb zespolonych nie jest okreslona naturalna relacja
porzadkujgca.
Jesli z1, zp € C, napisy z1 < zp, 21 > zp W 0goélnosci nie majg sensu!
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Réwnosc¢ liczb zespolonych

Rownos¢ liczb zespolonych oznacza jednoczesng réwnoé¢ ich czesci uro-
jonych i rzeczywistych.

Przyktad 1z 4+ iy =2+ 3i< =2,y = 3.

Przyktad 2 Znalez¢ liczby rzeczywiste a, b, takie, ze a(2 4+ 37) + b(4 —
5i1) = 6 — 2i. Porzadkujgc wyrazy po lewej stronie znajdujemy 2a + 4b +
i(3a — 5b) = 6 — 2i, a zatem otrzymujemy ukfad rownan

{2a+4b

6
—2

3a — 5b

(Rozwigzaniemjesta =1,b=1.)
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Modut i sprzezenie zespolone

Niech z = (z,y) = x + iy € C.

Modutem liczby z nazywam liczbe rzeczywistg |z| = \/ 2 4+ y2.
Liczbg sprzezong do z nazywam liczbe zespolong z = z* = = — iy.

Zauwazmy, ze z - z* = (z 4 iy) (x — iy) = 22 — (iy)2 = 22 + y2 = |2|?
oraz |z| = |z¥|.

Przyklad 2 = 3 + 44, |2| = /32442 = /OF16 = /25
z* = 3 — 44.
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Przykiady

1. UsunacC czesc¢ urojong z mianownika i znalez¢ modut liczby v = o Rozwigza-
1

nie:
1 . 1 1— 24 1— 24

1
T 1492 142i 1-2i 144 5
lu| = +/1/25+ 4/25 = /5/25 = 1//5.

2
—1—.
5

142
NG

= (5

4
2. Obliczy¢ v = ( ) Rozwigzanie:

) -3 o
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Interpretacja geometryczna liczb zespolonych

Liczby zespolone — pary liczb rzeczywistych — odpowiadajg punktom na
ptaszczyznie zespolone.

S
LZ =Xty
N
P
L .
- X Rez
~Z=x-ly
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Przykiady

Znajdz miejsca geometryczne odpowiadajgce nastepujgcym zbiorom liczb zespolonych:
1. |z| = 2. (Odpowiedz: Okrag o promieniu 2 i Srodku w punkcie (0,0).)

2. |z—2i| < 9/16. (Odpowiedz: Whnetrze okregu o promieniu 9/16 i Srodku w punkcie
(0,2).)

3. |z — 1| + |z 4+ 1| = 3. Rozwigzanie: Oznaczajgc z = x + iy, otrzymujemy

V@12 424+ 17 +7 =3
Poniewaz \/a + Vb = ¢ = 4ab = (c® — a — b)?, mamy

4z —1)2 47 [+ 12+ = (90— (z—1)2—? — (2 + 1) —¢?)°.

Upraszczajac to wyrazenie, otrzymujemy ostatecznie rownanie elipsy 2022436y =
45,
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Postac trygonometryczna liczb zespolonych

Niech z = x + iy # 0. Przywotujgc interpretacje geometryczng liczb
zespolonych, widzimy, ze

izcosmb, i:singzb. (22)
2| 2|
Innymi stowy,
z = |z|(cos¢ + isin o). (23)

Liczbe ¢ nazywamy argumentem (lub fazg) liczby zespolonej i oznaczamy
¢ = arg z. Argument nie jest okreslony jednoznacznie: z uwagi na okre-
sowos$¢ funkgji trygonometrycznych, jesli ¢ jest argumentem jakiej$ liczby
zespolonej, takze wszystkie liczby postaci ¢ + 2nw, n € Z, sg jej ar-
gumentami. Argument liczby zespolonej nalezgcy do przedziatu [0, 27)
nazywamy argumentem gtownym i oznaczamy Arg z.
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Wzor de Moivre’a

e'? = cos ¢ —+ isin ¢. (24)
z = |z|ei¢= |z|(cos¢ +ising), ¢ € R. (25)
Uzasadnienie: Dla liczby zespolonej z, funkcje wyktadniczg definiujemy poprzez rozwinigcie Taylora:
=N "2 (26a)
n!’
n=0
Wobec tego
. > (,Mb)n o (i¢)2m (z¢)2m—|—l ° ¢2m ¢2m+1
1 - _1\m _1\m
© = — _O(Qm)'+z(2 +1)|_§_;( D oy T Z( D om0t
= CoS¢+ising. (26Db)
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Przykiady

1. argl = 2km, k € Z.

arg(=5) =n+2kr = 2k + 1)7, k € Z.

Arg (—5) = .

arg(1 +1¢) = n/4 4 2km, k € Z.

Arg (—7i) = 3n/2.

Dlay € R, |[e¥| = | cosy + isiny| = \/COSQ¢+Sin2"¢ = 1.

Dla m € Z, z # 0 dostajemy
2M = <|z|ei¢)m = |z|™e'™® = |z|™(cos m¢ + isin me).

N o oA 0N
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Przykiad

144 \'
Obliczyé w = (¢> |
1+1iv3
Rozwigzanie:
w=(p/q)" =p"/q"
p= 1 + Z — \/§€i7T/4 — 21/2€i7r/4
. . 1 1
T — oT/2,iTn/4 _ 5T/2 ~in/4 _ 7/2 (_ _ Z_) — 5301 4
P NG (1=19)

g=1-41iV3 =23 coszzl,sinzzﬁ
3 2 3 2

: . 1
q' =276/ = 27¢im/3 = 7 (5 + Z?) = 2°(144V/3)

- 2(1—-4) 1 1-4i 1 (1-9(1-4v/3) _11-i/3-i-V3
C25(144iv3) 28144iv3 8 (14iv3)(1—-iVv/3) 8 1+3

= [1-V3-i1+v3)].
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Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Catkowite potegi liczb zespolonych oblicza sie “tak samo”, jak catkowite
poteqi liczb rzeczywistych. Jeéli wyktadnik nie jest catkowity, obliczenia
przebiegajg inaczej. W tym miejscu rozwazmy potegi o wyktadnikach rze-
czywistych, wymiernych.

Niech z = |z|e!? = |z|e!?T2inT ¢ C. Niech r, s € Z.

ZT/S j |Z|r/seir¢/s—|—2inr7r/s nez (27)

Wzor (27)) okresla catg rodzine liczb, nie pojedynczg liczbe! Dla r,s,n €
Z., wyrazenie e2inrm/s jest okresowe, a wiec wzér (27)) okresla skonczony
zbidr liczb.
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Przykiady

1 = e2inm_11/k okredla k-ty pierwiastek z jednosci. Dostajemy
11k = g2im/k gla1 =0,1,... k—1.

Przyktad: Jako czwarte pierwiastki z jednosci otrzymujemy €0 = 1, ¢27/4 =
4in[h — _ 1 Gir/4 —

1, € —1.

Przykiad: lle niezaleznych liczb dostaniemy obliczajac z2/3?
2273 = |32/3¢2i0/3¢4inm /3 Zatem

n = 0: |z|2/3¢219/3,

2/3,2i¢/3 4in/3

n = O |2]2/302i¢/3.8im/3

n = 3 |2[2/3e2i6/3612im/3 — ||2/3.2i¢/3 him — |42/3.2i¢/3,

Otrzymujemy zatem trzy niezalezne pierwiastki (dlan = 0, 1, 2).
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Przykltad — piate pierwiastki z jednosci

05

-05

1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1

W ogdlnosci pierwiastki rzedu k z jednosci lezg w wierzchotkach k-kata
foremnego.
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