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1. Dany jest sferycznie symetryczny obtok materii o ggstosci p(r), gdzie r jest odlegtoscia od Srodka obtoku.
ZnajdzZ potencjal pola grawitacyjnego w odlegtosci L od $rodka obtoku.

Rozwiazanie: Sformutowanie to jest dos¢ ogélne — zadania nie da sig¢ rozwiazac “do konica” bez wyspecyfi-
kowania p(r). Ogdlnie

V= ﬂf G”l(r) da dy dz (1a)

gdzie [ jest odlegtoscia od punktu, w ktérym obliczamy pole.

Z uwagi na symetri¢ sferyczng wprowadzamy wspotrzedne

x =rcosfcos¢
y =rcosfsing (1b)
z =rsinf

gdzie r € [0,00),0 € [-7/2,7/2],¢ € [0, 27]. Jakobian przeksztalcenia wynosi |J| = r% cos 6.
Badany punkt umie$sémy na osi OZ, w odleglosci L od srodka uktadu wspétrzednych. Wobec tego

l Va2+ 2+ (z—L)2 = \/7“200529cos2¢+r2cos2t9$in2¢+ (rsinf — L)?

= /r2—2Lrsinf + L2 (1c)

Wobec tego potencjat

27 0o /2
r2 cos 6
V=-G|[d dr de 1d
/ d)/ / V12 —2Lrsinf + L2 (1)
0 0 —7/2
Obliczam
/2 r?2 —2Lrsinf+ L? =u (r—L)?
/ r% cos® d - —2Lrcosfdf = du __i / du
ViZ—2Lrsnf+ L2 | —7/2=r?+2Lr+ L= (r+L)> | 2Lr Vu
—/2 7/2 =12 =2r+L?=(r—L)2 (r+L)?
r (r—L)? T
= 71 Vil iy = I (\/(’” —L)2—/(r+ L)Q) (le)
Wobec tego
wG |
i
V=28 [rpt) (Vo= L2 - Vo L2 dr 1n
0



Fizyka dla firm, zadania 58 2

Poniewaz \/(r — L)? = |r — L|, catk¢ po dr musimy rozbi¢ na sume [;° = fOL + [;°, gdyz w punkcie
r = L wyrazenie pod wartoscig bezwzglgdna zmienia znak. Mamy

L o0
VvV = ? (|r—L|—(r+L))rp(r)dr+¥/(\r—L|—(rJrL))rp(r)dr
; . L
= ? / —r—r—L)rp(r r+/r— —r—L))rp(r)dr (1g)
0 L
L
- 4WG /2 dr+L/ p(r) dr (1h)
0

Postaé (1h) jest najbardziej ogélna postacia, do jakiej mozna dojs$¢ nie okreslajac jawnie funkcji p(r).

Przyktadowymi gestosciami moze by¢ gestos¢ jednorodnej kuli

3 M
= t r<R
2 1 7Rs = cons < ¥
p(r) {O r>R 1y

— wowczas jesli L > R, mamy potencjat nazewnatrz kuli i druga catka w (1h) znika tozsamos$ciowo, nato-
miast jesli L < R, druga catka redukuje si¢ do || LR i mamy potencjal wewnatrz kuli — gesto$¢ wyktadnicza
(patrz nizej), lub, na przyktad, gesto$é postaci p(r) = po(rg + r*)~! (nie omawiana w tych przyktadach).

. Znajdz potencjal grawitacyjny wytwarzany przez jednorodng kule o masie M i promieniu R.

Rozwigzanie: Punktem wyjscia jest wyrazenie (1h). Musimy rozpatrzy¢ dwa przypadki: | — L < R, Il —
L>R.

Przypadek I, L < R. Wyrazenie (1h) przybiera posta¢

G 3M | f 7
__ame e 2
VvV = 7 Py /7‘ dr—i—L/rdr
0 L
3GM |1 .|F 1,7 3GM [1 1 1
= == L —r? |3+ -LR*— -3
R |37, T2, LR |37 12 >
GM , 3GM
- 2 2
2R3 2R (22)

Jest to potencjat harmoniczny.

Przypadek I, L > R. W tym wypadku druga catka w (1h) znika, a pierwsza redukuje si¢ do fOR, gdyz gestos¢
znika dla r» > R, patrz (1i). Zatem

R
4G 3M GM
V=" dr = ——— 2b
L 4nR3 / rarETTy (2b)
0
Ostatecznie, taczac przypadki I i 11,
GM 72 _ 3GM
L L<R
V(L) _ 2RC§]W 2R (2¢)
== L>R
Cho¢ nie jest to wymagane w zadaniu, policzmy natgzenie pola grawitacyjnego E = —%V(L).

E(L) = (2d)

~SM L LR
-G L>R

Zauwazmy, ze potencjat (2c) jest klasy C; w L = R.



Fizyka dla firm, zadania 58 3

3. Znajdz potencjal grawitacyjny wytwarzany przez sferycznie symetryczny obtok materii o gestosci p(r) =
po exp(—r/rg), gdzie po, o sa statymi.

Rozwiazanie: Podstawiajac do wyrazenia (1h) otrzymamy

L 00
V:—47TG'00 /T2€Xp (—T> dr+L/r exp <—T) dr (3a)
L o To
0 L

Musimy obliczy¢ catki pomocnicze [ 72 exp(ar) dr, [ rexp(ar) dr. Zauwazmy, ze

/exp(ar) dr = é exp(ar) (3b)

Jezeli powyzsze wyrazenie zrézniczkujemy obustronnie po d/do

1 T
/r exp(ar)dr = (—042 + a) exp(ar) (3¢)
Rézniczkujac po raz kolejny po d/da dostajemy
2 1
/r2 exp(ar)dr = <a3 — 07:2) exp(ar) + (a2 + ;) r exp(ar)
2 2r 72
= <o¢3 - + a) exp(ar) (3d)
Podstawiajac o« = —1/r( dostajemy
/r exp <T> dr = —(r2 +ror) exp (T> (3e)
To To
/7“2 exp <—T> dr = —(2r3 4+ 2r3r + ror?) exp (—T> (39)
To To

Te wyrazenia podstawiamy do (3a):

47G | r\ |~
vV = Po (2r8 + 2r3r +ror?) exp | —— + L(r3 +ror) exp [ ——
L To 0 To L
4 . L )
= Wfﬁo [(27’8 +2rgL? +roL? — T’(QJL — T0L2) exp <) - 27’8]
To
3 L L
,M {1 — exp <)] + 47 Gporo (2L — o) exp <> (3g)
L To 70

Ten potencjat nie jest osobliwy w L = 0, natomiast dla L >> rg

87Gporsd

V ~
L

(3h)
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