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1. ZnajdZ norme macierzy
0 1 1
A= -1 0 1 (1
-1 -1 0
indukowana przez zwykly, Euklidesowy iloczyn skalarny w R3.

Rozwiazanie: Podana macierz nie jest symetryczna, nie ma wigc prostego zwiazku pomiedzy jej warto§ciami
wlasnymi a norma. Norma macierzy jest zdefiniowana jako

[A[l = max [|Ax]| )

lI[l=1

Poniewaz funkcja kwadratowa dla argumentéw dodatnich jest Scisle rosnaca, zamiast bada¢ normg, mozemy
bada¢ kwadrat normy. Niech x = [a, b, ¢]. Warunek ||x||> = 1 oznacza, 7e

A+ +2=1 3)
Mamy
0 1 1 a b+c
Ax=| -1 0 1 b |=| —a+ec 4)
-1 -1 0 c —a—>b

N? = |Ax|? = (b+ ) + (—a+¢)® + (—a — b)? = 2a° + 2b° + 2¢° + 2ab — 2ac + 2bc ~ (5)

Zadanie polega na znalezieniu maksimum wyrazenia (5) pod warunkiem (3).

W tym celu tworzg¢ funkcje
F=N?-\Na*+b*+c*-1) (6)

obliczam pochodne %—57 %—f, %—f i przyréwnuje je do zera, otrzymujac uktad réwnan

2=Na+b—c = 0 (7a)
a+(2-Nb+c = (7b)
—a+b+(2—-XNe = 0 (7¢)

Uktad réwnar (7) jest jednorodnym uktadem réwnan liniowych, a wigc jego rozwiazaniem jest (a, b, c) =
(0,0,0), co nie spetnia warunku (3). Uktad ten moze mieé¢ niezerowe rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy
wyznacznik gléwny tego ukladu rowna sig zero. Oznaczajac 2 — A = z otrzymujg

z 1 -1
1 2 1|=22-32-2=0z+1)*(2:-2)=0 ®)
-1 1 z

skad wyznaczam z, skad mégtbym wyznaczy¢ A, czego jednak nie potrzebuje, gdyz znajomos¢ z wystarcza.



I. z = —1. Podstawiajac t¢ warto$¢ do (7) widze, ze dwa réwnania sa zalezne od trzeciego:

—a+b—c = 0 (9a)
a—b+c = (9b)
—a+b—c = 0 9¢)

skad b = a + c. Podstawiajac to wyrazenie do (3) dostaje

A+ +F=1
a4+ (a+e)+c=1

1
a2+ac+02:§ (10)

Z kolei po podstawieniu do (5) otrzymujemy

N? = 2@®+b*+c?+ab—ac+bec) =2(a®+ (a+c)? +c+ (a+c)? —ac)
1
= 2-3(a2+ac+02):2-3~§:3 (11)

II. z = 2. Tylko dwa réwnania (7) sa niezalezne

20+ b— ¢ = 0 (12a)

a+2b+ ¢ = 0 (12b)

—a+ b+2c = 0 (12¢)

(dodajac pierwsze i trzecie réwnanie otrzymujemy drugie). Stad a = ¢, b = —c i po podstawieniu do (3)
(a,b,¢) = (1/v/3,—1/v/3,1/v/3) lub (—1/4/3,1/+/3,—1/+/3). W obu przypadkach

1 1 1 1 1 1
2_9o(Z 4 -4 - - _ - _ = = 13
N 3 + 3 + 3 3 3 3 (13

Ostatecznie

|A| = /max {3,0} = V3. (14)

Ps. Wartosciami wiasnymi macierzy (1) sa liczby +iv/3,0, wiec w tym wypadku norma macierzy jest
najwigkszy modut jej wartosci wtasnej, ale dzieje si¢ tak z uwagi na fakt, iz macierz ¢A jest hermitow-
ska (nota bene ta obserwacja mogtaby stanowi¢ podstawe innego prawidtowego rozwiazania tego zadania:
Al = ||(—=%)iAl = |—i| - ||¢A|| = ||¢A]|, wigc zadanie sprowadza si¢ do obliczenia normy macierzy hermi-
towskiej, ktéra ma takie same wtasnosci, jak norma macierzy symetrycznej, rzeczywistej). W ogdlnosci nie
ma prostego zwiazku pomigdzy wartoSciami wlasnymi macierzy niesymetrycznych a normami macierzy.




2. Dany jest nieskoniczony, sferycznie symetryczny obtok gazu, ktérego gestos$¢ spada wraz z odlegtoscia od
centrum obtoku zgodnie ze wzorem

£0
= = >0 15
p(T) TS, T30 r (15)

gdzie rg, po > 0 sa statymi. ZnajdZ potencjal grawitacyjny wytwarzany przez obtok w odlegtosci L od jego
centrum.

Rozwiazanie:
G
[ pl(r) (16)
R3
gdzie [ jest odlegtoscia od punktu, w ktérym obliczamy potencjal pola grawitacyjnego.
Z uwagi na symetri¢ sferyczng wprowadzamy wspotrzedne
x =rcosfcos¢
y =rcosfsing¢ (17)
z =rsinf

gdzie r € [0,00),0 € [-7/2,7/2],¢ € [0, 27]. Jakobian przeksztalcenia wynosi |J| = r? cos 6.

Wprowadzam uktad wspétrzednych, ktérego Srodek miesci si¢ w §rodku obtoku, a badany punkt lezy na osi
OZ, w odlegtosci L od srodka uktadu wspétrzednych. Wobec tego

I = V2242 4+ (z-L)2= \/7“2 cos2 0 cos2 ¢ + 12 cos? fsin® ¢ 4 (rsinf — L)2
= /r2 —2Lrsinf + L2 (18)
Wobec tego potencjat
2 0o /2 5 9
r? cos
V:—G/d /dr/ de 19
¢ Vr? —2Lrsin6 + L? {19
0 0 —7/2
Obliczam
/2 r?2 —2Lrsinf + L? =u (r—L)?
/ 2 cos® d - —2Lrcosfdf = du __i du
VrZ —2Lrsnf+ L2 | —7/2= P4+ 2Lr+ L2 =(r+L)> | 2Lr Vu
—7/2 7r/2 =72 =2r+ L% = (r— L)? (r+L)?
(r—L)? r
= 2 Vall = -7 (VO—L7 - Vo +1p) 0)
Wobec tego
G (o)
T o) (VO=IP - VO IR e e

0

Poniewaz +/(r — L)? = |r — L|, calke po dr musimy rozbi¢ na sume [;° = fOL + [;°, gdyz w punkcie
r = L wyrazenie pod wartoScig bezwzgledng zmienia znak. Mamy

L o0
v - ?/v—m r+L>>rp<>dr+”TG/ r— L~ (r+D)rp(r) dr
0 L
L o0
_ ? / —r—r—L))rp(r r—i—/r— —r—L))rp(r)dr (22)
0 L
L oo
= —# /r2p(7")dr+L/rp(T)dT (23)
0 L



Dopiero na tym etapie jawnie korzystamy z gestosci (15), dodatkowo podstawiajac r = rq s:

oy [ 4nGpy |

TG po S Tl po S

V=- ds — d

L / 1+ 3 s ro / 1+ 3 s
0 L/ro

Musimy obliczy¢ dwie catki nieoznaczone.

I / P gs= Lt s
= S E— = — In
! 1+ 3 s 3 y

Druga catke

S
IQZ/HTCZS

obliczamy poprzez rozktad na utamki proste. s® + 1 = (s +1)(s®> — s+ 1).

A Bs+C  (A+B)s?’+(-A+B+C)s+ (A+C)

3—|—1+52—s+1: 1+ 53
Zatem
A+ B =0
—-A+B+C =1
A+C =0

wigc A=-1/3,B=C=1/3.

1 ds 1 s+1
Iy=—= -
2 3/s+1+3/5275+1d8

1 ds 1
- = -1 1
3/5+1 3 (s +1)
1
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(Zwracam uwage, zZe oba czlony logarytmiczne trzeba potaczy¢ w jeden, zeby potem uniknaé symbolu nie-

oznaczonego typu oo—oo przy obliczaniu gérnej granicy catkowania.)



Ostatecznie

4G pg L\*® 4G pg
L)=- In(1 — —
V( ) 3L . ( + (7‘0) To

Potencjal nie jest osobliwy w L = 0, natomiast dla L > rg

T 1 L? —roL +rd 1 2L —rg
—= -y 5—F———% — —zarctg
23 3\ L2+2r0L+7r5 /3 V3ro

B 471G po . In(L/rg)

V(L) ~ o L/ro

a wigc dazy do zera wolniej, niz potencjal Coulombowski.
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