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1. ZnajdZ norme macierzy
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indukowana przez zwykly, Euklidesowy iloczyn skalarny w R3.

Rozwiazanie: Norma macierzy jest zdefiniowana jako

|A[l = max [|Ax]| )

lIx[l=1

Poniewaz funkcja kwadratowa dla argumentéw dodatnich jest SciSle rosnaca, zamiast bada¢ norme, mozemy
bada¢ kwadrat normy. Niech x = [a, b, ¢]. Warunek ||x||> = 1 oznacza, ze

A+ +2=1 3)
Mamy
2 1 1 a 2a+b+c¢
Ax=| -1 2 1 b |=| —a+2b+c 4)
-1 1 2 c —a+b+2c

N? = |Ax|]® = (2a+b+¢)*+ (—a+2b+c)* + (—a+b+2c)? = 6a> 4 6b + 6¢% — 2ab— 2ac+ 10bc (5)

Zadanie polega na znalezieniu maksimum wyrazenia (5) pod warunkiem (3).

W tym celu tworzg¢ funkcje

F=N?-Xa*+b*+2-1) (6)
9F OF OF i przyréwnuje je do zera, otrzymujac uktad réwnar

obliczam pochodne 5, 5, 5

6—XNa—-b—c = 0 (7a)
—a+(6—ANb+5c = 0 (7b)
—a+5b+(6—-Nec = 0 (7¢)

Uktad réwnar (7) jest jednorodnym uktadem réwnan liniowych, a wigc jego rozwiazaniem jest (a,b,c) =
(0,0,0), co nie spetnia warunku (3). Uktad ten moze mieé¢ niezerowe rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy
wyznacznik gléwny tego ukladu rowna sig zero. Oznaczajac 6 — A = z otrzymuje

z —1 -1
-1z 5 |=2-2T24+10=(2-5) z+§+@ z+§—@ =0 3)
s 2" 2 2 2

skad wyznaczam z, skad mégtbym wyznaczy¢ A, czego jednak nie potrzebuje, gdyz znajomos¢ z wystarcza.



Znajac z, mozemy, korzystajac z (7), wyrazi¢ a, b poprzez c:

)
a = 21 c (92)
1—52
Podstawiajac (9) do (3), dostajemy
_ 2 1— 2
-5 52)2 +1lct=1 (10)

Z-17 " (-1

skad wyznaczamy c, a nastgpnie mozemy wyznaczy¢ a,b z (9). Poniewaz znaki a,b sa wyznaczone przez
znak ¢, a wyrazenie (5) nie zmienia si¢ przy zamianie (a, b, c) — (—a, —b, —c), wystarczy sprawdzac tylko
jeden znak c.

Lz=5.
1
c = — 11a
NG (11a)
a = 0 (11b)
1
b = —— 11c
NG (11c)
N =1 (11d)
II. z = —g F @ Niestety, otrzymane wyrazenia sa “brzydkie”. Jezeli si¢ nie pomylitem,
429 + 4733
JA] = VN2 = — 6 3.25 (12)
. ZnajdZ czynnik catkujacy formy rézniczkowe;j
1
DQ = = de — —dy (13)
Y Y

Pokaz, ze podana forma rézniczkowa po przemnozeniu przez czynnik catkujacy jest rézniczka zupeina.
Znajdz funkcje, ktdrej rézniczka jest znaleziona r6zniczka zupetna.

Rozwigzanie: Poniewaz wyrazenie

HEC)- B2 -

podana forma rézniczkowa ma czynnik catkujacy postaci

2
p(y) = exp ( / ; dy> =Cy? (15)
gdzie C' jest dowolng statg wigksza od zera. Biorac C' = 1 otrzymujemy
df = p(y) - DQ = xdr —ydy (16)
co jest r6zniczka zupeina, gdyz pochodne mieszane sg sobie réwne (i wynosza 0). df jest rézniczka funkcji
Lo 1,
_ 2022 1
af =d (2x 3 ) a”



3. Oblicz catke krzywoliniowa

/ rdr —ydy (18)
r
gdzie I jest krzywa (tukiem elipsy)
T =cost
y = 2sint (19)
te0,7/2]

Rozwiazanie: Funkcja podcatkowa jest r6znicza zupetna (znaleziona w poprzednim zadaniu), wigc warto$¢
catki nie zalezy od drogi catkowania. Punktem poczatkowym (¢ = 0) jest (1,0), punktem koicowym (¢t =
w/2) jest (0,2), zatem
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_ _lp 1, 1
[wdo—ydy=10.2) - F1.0) = 50 - 52— 3
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124+202=-2 20
+20 5 (20)

4. Dany jest nieskoriczony, sferycznie symetryczny oblok gazu, ktérego gesto$¢ spada wraz z odlegtoscia od

centrum obtoku zgodnie ze wzorem

pr) = -2 @n

re+ 1t

gdzie o, po > 0 sa statymi. ZnajdZ potencjal grawitacyjny wytwarzany przez obtok w odlegtosci L od jego
centrum.

Rozwiazanie:

V=- jfj Gpl(r) drdydz (22)

gdzie [ jest odlegtoscia od punktu, w ktérym obliczamy pole.

Z uwagi na symetri¢ sferyczna wprowadzamy wspétrzedne

x =rcosfcos¢
y =rcosfsing¢ (23)
z =rsinf

gdzie r € [0,00),0 € [—7/2,7/2],¢ € [0, 27]. Jakobian przeksztalcenia wynosi |J| = r% cos 6.
Badany punkt umies¢my na osi OZ, w odleglosci L od srodka uktadu wspétrzednych. Wobec tego

[ = \/x2+y2+(z—L)2:\/r2c0529c052gz5—|—7"2cos29$in2</)+(rsinH—L)2
= Vr?—2Lrsinf + L2 (24)

Wobec tego potencjat

27 oo /2 0 0
V= —G/dgb/dr / i do (25)
Vr2 —2Lrsinf + L2
0 0 —7/2
Obliczam
/2 r2 —2Lrsin@+ L2 =u (r—1)?
/ 72 cos 0 gy — | ~2Lrcosfde = du o / du
Vr2 —2Lrsin6 + L2 N —m/2 = r?4+2Lr+ L*=(r+L)> | 2Lr Vu
/2 7/2 =12 =2r+L?=(r—L)2 (r+L)?
T (r—L)? T
= 2Vl =7 (VI LP - VO +IP) 26)



Wobec tego

= ? /rp(r) (\/(r —L)2— \/(7"—|—L)2) dr (27

Poniewaz +/(r — L)? = |r — L|, catke po dr musimy rozbi¢ na sume [~ = fOL + [,°, edyz w punkcie
r = L wyrazenie pod warto$cia bezwzgledna zmienia znak. Mamy

L
vV = ?/V—M (r+L)r ()dr+—/ |r — L| = (r+ L))r p(r) dr
| L o0
= ? / —r—r—L)rp(r r—i—/r— —r—L))rp(r)dr (28)
0 L
L o0
- 47TG /7”2/) dr+L/rp (29)
0 L

Dopiero na tym etapie jawnie korzystamy z gestosci (21), dodatkowo podstawiajac r = 7q s:

L/To

4G po 52 4G po T s
V=- ds — d 30
roL / 1+s1% ré 1617 (30)
L/T‘o
Musimy obliczy¢ dwie catki nieoznaczone:
s s2=u

Lo = /1+34d5_’ sds = du

1 d 1 1
= i/HiuuzziarctguzﬁarcthZ 31

Druga catke obliczamy przez rozktad na ulamki proste. Miejscami zerowymi mianownika sa czwarte pier-
wiastki z —1, czyli liczby +1/+/2 4 i /1/2. Wymnazajac cztony parami sprzezone dostajemy

sPH1= (s —V2s+1)(s> +V2s+1) (32)

czyli
s? As+ B Cs+ D
1= + (33)
1+s $2—V2s+1 242541
Sprowadzajac prawa strong (33) do wspdlnego mianownika i zugadniajac wspétczynniki w liczniku dosta-

jemy uktad réwnan

A+C =0
V2A4+B—-V20+D =1
A+V2B+C—V2D =0
B+ D =0

(34)



ktérego rozwiazaniem sa liczby A = 1/(2v/2),C = —1/(2v/2), B = D = 0. Zatem

2
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To L) To

Potencjat nie jest osobliwy w L = 0, natomiast dla L > r
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V(L) ~ (37)
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