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Definicja

C — zbiér par liczb rzeczywistych

C={z=(z,y): =,y € R}, (1)
w ktérym okreslono nastepujgce dziatania:
dodawanie
21+ 20 = (z1,y1) + (z2,92) = (z1 4+ z2,y1 + y2) (2)
mnozenie
2120 = (x1,y1) - (2,y2) = (122 — y1y2, T1Yy2 + z2y1)  (3)

Elementy zbioru C z tak okreslonymi dziataniami nazywamy liczbami zespolo-
nymi.
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Liczby rzeczywiste

Zauwazmy, ze liczby zespolone postaci (x,0) dodajg sie i mnozg tak, jak liczby
rzeczywiste:

(£1,0) + (22,0) = (1 + 22,0+ 0) = (1 + 22,0) (4a)

(1,0) - (22,0) = (x1220 —0-0,21 -0+ 22 - 0) = (z122,0) (4b)

Wobec tego liczby zespolone postaci (x,0) bedziemy utozsamiaé z liczbami
rzeczywistymi x.
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Liczby urojone

Obliczmy teraz (0, 1)2.
(0,1)*=(0,1)-(0,1)=(0-0-1-1,0-1+0-1) = (-1,0) (5)
Liczbe zespolong (—1,0) utozsamiliSmy z liczbg rzeczywistg —1. Oznaczmy

(0,1) = (6)
Mamy zatem

i? = -1 (7)

Liczby zespolone postaci (0, x) nazywamy liczbami urojonymi. Kwadraty liczb
urojonych sg ujemnymi liczbami rzeczywistymi.

Liczby zespolone 4



Tradycyjna reprezentacja liczb zespolonych

Liczbe zespolong z = (z,y) € C najczesciej przedstawia sie w postaci

z=x+1iy, z,y€eR (8)

Jesli z = = + 1y, + = Re z nazywa sie czescig rzeczywistg, natomiast y = Im z
nazywa sie czescig urojong liczby zespolonej z. z = (Re z) + i(Im z).

Takie przedstawienie jest zgodne z podang definicjg mnozenia: Niech z; =
x1 + 1y1, 20 = x> + i1y>. WOwczas

2120 = (1 + iy1) (wo + iy2) = 120 + i(x1yo + oY1) + i%Y1Yo
= x122 — y1Y2 + i(x1y2 + T2Y1) - (9)
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Liczby zespolone tworzg ciato
1. Dodawanie jest tgczne:
Vz21,29,23 € C: (21 +20) + 23 =21 + (20 4+ 23) = 21 + 20 + z3.
2. Istnieje element neutralny dodawania:
VzeC: 24+ 0=0+4 2= 2,9dzie 0 = (0,0) € C.
3. Istnieje element odwrotny wzgledem dodawania:
VzeCd—2€C: 24+ (—2) = —2z+42z=0.
4. Mnozenie jest tgczne:
V21,209,233 € C: (21 -29) 23 =21 (20-23) = 21 - 22 - 23.
5. Istnieje element neutralny mnozenia:
VzeC:2-1=1-2=2,9dziel =(1,0) € C.
6. Istnieje element odwrotny wzgledem mnozenia:
V2z=€C,z#032z1ecCiz-271=21.2=1.
7. Mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania:
V21,20,23 € C: 21 - (20 +23) = 21 - 20 + 21 - 23.
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Ponadto
8. Dodawanie jest przemienne:

V21,20 €C: 29 + 20 = 20 + 27.
9. Mnozenie jest przemienne:
V21,20 € C: 29 - 20 = 25 - 21.

Mowimy, ze liczby zespolone wraz z okre$lonymi na nich dziataniami tworzg ciato
przemienne.

Uwaga!
W ciele liczb zespolonych nie jest okreslona naturalna relacja porzadkujgca.
Jesli z1, zo € C, napisy z1 < zo, z1 > z» W 0g0lnosci nie majg sensu!
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Rownosc liczb zespolonych

Rownosé liczb zespolonych oznacza jednoczesng rdwnosc¢ ich czesci urojonych
| rzeczywistych.

Przyktad 1z 4+ i1y =2+ 3i< =2,y = 3.

Przyktad 2 Znalez¢ liczby rzeczywiste a, b, takie, ze a(2 + 3i) + b(4 — 5i) =
6 — 2i. Porzadkujgc wyrazy po lewej stronie znajdujemy 2a+4b+i(3a—5b) =
6 — 2i, a zatem otrzymujemy uktad rownan

|
|
N O

2a + 4b
3a — 5b

(Rozwigzaniemjesta =1,b=1.)
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Modut i sprzezenie zespolone

Niech z = (z,y) = x + iy € C.

Modutem liczby z nazywam liczbe rzeczywistg |z| = \/ 2 4+ y2.
Liczbg sprzezong do z nazywam liczbe zespolong z = z* = = — iy.

Zauwazmy, ze z - z* = (z + iy) (x — iy) = 22 — (iy)2 = 22 + y2 = |2|?
oraz |z| = |z¥|.

Przyklad z = 3 + 44, 2| = /32 4+ 42 = /O F 16 = /25 = 5, 2* = 3 — 4i.
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Przyktady

1. Usungé czes¢ urojong z mianownika i znalez¢ modut liczby u = 1

1 1 1—23 1—24 1

T 1¥2i 142 1-2i 144 5
lu| =+/1/25 + 4/25 = /5/25 = 1//5.

—1+1
V2

4
2. Obliczy¢ v = ( ) . Rozwigzanie:

2
—1—.
5

Rozwigzanie:

B —1+7;22_ 1-2i—1\° _
() -3 er
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Interpretacja geometryczna liczb zespolonych

Liczby zespolone — pary liczb rzeczywistych — odpowiadajg punktom na
ptaszczyznie zespoloney.

S
LZ=XT Iy
[
PN
1=
k X Rez
~Z=x-ly
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Przyktady

Znajdz miejsca geometryczne odpowiadajgce nastepujgcym zbiorom liczb zespolonych:
1. |z| = 2. (Odpowiedz: Okrag o promieniu 2 i rodku w punkcie (0, 0).)

2. |z — 2i] < 9/16. (Odpowiedz: Whnetrze okregu o promieniu 9/16 i srodku w punkcie
(0,2).)

3. |z — 1| + |z 4+ 1| = 3. Rozwigzanie: Oznaczajac z = = + iy, otrzymujemy

Ve -1+ + /@ +1)2+ 2 =3
Poniewaz \/a + Vb = ¢ = 4ab = (¢® — a — b)?, mamy

4[(m—1)2—l—y2} [(m_|_1)2_|_y2} =(9—(x—1)2—y2—(a:—|—1)2—y2)2'

Upraszczajgc to wyrazenie, otrzymujemy ostatecznie réwnanie elipsy 20x2 + 36y° = 45.
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Posta¢ trygonometryczna liczb zespolonych

Niech z = x + iy # 0. Przywotujac interpretacje geometryczng liczb zespolo-
nych, widzimy, ze

— = COS ¢, = sing. (10)

Innymi stowy,
z = |z|(cos¢ +ising) . (11)

Liczbe ¢ nazywamy argumentem (lub fazg) liczby zespolonej i oznaczamy
¢ = arg z. Argument nie jest okreélony jednoznacznie: z uwagi na okresowos¢
funkcji trygonometrycznych, jesli ¢ jest argumentem jakiejs liczby zespolonej,
takze wszystkie liczby postaci ¢ + 2nm, n € Z, sg jej argumentami. Argument
liczby zespolonej nalezacy do przedziatu [0, 27) nazywamy argumentem gtow-
nym i oznaczamy Arg z.
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Wzor de Moivre’a

e'? = cos ¢ + isin ¢. (12)
2 = |z]e'? = |z|(cos ¢ +ising), ¢ € R. (13)
Uzasadnienie: Dla liczby zespolonej z, funkcje wyktadniczg definiujemy poprzez rozwinigecie Taylora:
e’ = ﬁ (14a)
n!
n=0
Wobec tego
o > (i) > (i)2m (ip)2m+1 e o $2m o ¢2m+1
° _z_; nl _Z;)(Qm)'—i_Z(Qm—l—l)' z_%( L (2m)|+zz( Y m
= CoS¢p+1iSing. (14Db)
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Przyktady
1. argl = 2km, k € Z.

2. arg(=5) =74+ 2kr = Rk+ 17, k € Z.

3. Arg(—5) = .

4. arg(1 +1i) = nw/4 + 2km, k € Z.

5. Arg (—7i) = 37/2.

6. Dlay € R, |e?¥| = |cosvy + isiny| = \/c052¢+sin2¢ = 1.
/.

Dla m € Z, z #% 0 dostajemy
2M = (|z|ei¢)m = |z|™ei™® = |z|™(cos m¢ + iSin mae).
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Przyktad

Obliczy¢ w = (

Rozwigzanie:

1+ )7
14+iv3/

w=(p/q)" =p"/q’
p=14+i= \/Eeiw/ll— — 21/2€i7r/4

- : 1 1
T _ ~T7/2 iTn/4 _ ~AT/2 _—in/4 _ ~T7/2 . A3 .
p' =2"%¢ =2"%e =2 (— z—)—2(1 1)
V2 V2
- 1 ™ V3
=141 = 2¢'"/3 cosz:—,sin—z—
q +iV3 e ( 3= 5 3 2)

q7:27€i77r/3:27€i7r/3:27 (%+i§)=26(1+i\/§)
2} -4 11— _1 (1 —4)(1—1iv3) 11—z\/§—z‘—\/§
C25(144iv3) 28144iv/3 8 (14iV3)(1—-iv/3) 8 1+3

312 [1-V3-i(1+V3)].
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Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Catkowite potegi liczb zespolonych oblicza sie “tak samo”, jak catkowite potegi
liczb rzeczywistych. Jesli wyktadnik nie jest catkowity, obliczenia przebiegajg
inacze|. Na poczatek rozwazmy potegi o wyktadnikach rzeczywistych, wymier-
nych.

Niech z = |z|e'? = |z|e'?T2"™ ¢ C. Niech r, s € Z.

Z’r/s E |Z|7“/5ez'wr/s—|—2'L'm“77/s7 ne7 (15)

Wzor (19) okresla cata rodzine liczb, nie pojedynczg liczbe! Dla r,s,n € Z,
wyrazenie e2inrm/s jest okresowe, a wiec wzér (15) okresla skonczony zbiér
liczb.

Liczby zespolone 17




Przyktady

1 = e2inm_11/k okredla k-ty pierwiastek z jednosci. Dostajemy
1k = 2ir/kqa; =0,1,... k—1.

Przykiad: Jako czwarte pierwiastki z jednosci otrzymujemy €0 = 1, e2i7/4 =,
AT[E = _ 1 Gir/4 —

—1.

Przykiad: lle niezaleznych liczb dostaniemy obliczajac z2/3?

52/3 — |4|2/3e2i0/3c4inT/3  Zatem

n = 0: [z]|2/3¢2i9/3,

n o= 1t |2|2/362i6/3,4im/3

o — D1 |4]2/302i¢/3.8iT/3

n = 31 |2[2/36206/3612im/3 — ||2/3.2i¢/3phim — |42/3.2i¢/3,

Otrzymujemy zatem trzy niezalezne pierwiastki (dlan = 0, 1, 2).
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Przyktad — pigte pierwiastki z jednosci

05

-05

W ogolnosci pierwiastki rzedu k z jednosci lezg w wierzchotkach k-kata
foremnego.

Liczby zespolone

19



Potegi o wyktadnikach niewymiernych

Potegi o zespolonych podstawach i wyktadnikach rzeczywistych, niewymier-
nych, definiujemy analogicznie do poteg o wyktadnikach wymiernych. Jezeli
z = |z|e® € C, o € IQ, to

e} E |Z|oze7joz¢—|—2inoz7r’ ne7. (16)

W odréznieniu od wyrazenia (15), wyrazenie (16) definiuje rodzine nieskorncze-
nie wielu liczb zespolonych. Dzieje sie tak dlatego, ze dla niewymiernego «,
e2'"AT nie jest okresowe przy zmianie n € Z.
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Logarytm zespolony

Dodawanie, mnozenie i potegowanie (z dowolnymi wyktadnikami rzeczywistymi)
liczb zespolonych byto zdefiniowane tak, aby operacje te dla liczb rzeczywistych
zachowywaty sie w znany sposéb. Nie inaczej jest z logarytmowaniem:

p=Ings qg=2¢€" (17)
a zatem (z %= 0)
2 = |z]ef® = N EFIOF2inT o |6g 2 = In|z| +ip + 2inT, nEZ  (18)

Logarytm zespolony jest zatem okre$lony jako rodzina nieskorczenie wielu liczb.
Jesli przyjmiemy n = 0O oraz jesli ¢ € [0,2n), dostaniemy tak zwang gatgz
gtéwng logarytmu, Logz = In|z| + i¢, ale jest to wybor arbitralny — réwnie
dobrze moglibySmy wzigé¢ jakiekolwiek inne n catkowite.

Przyktady: Logi = im /2, Log(—1) = im,

log(1+1¢) =In2+in/4 + 2inw, n € Z.
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Potegi o wyktadnikach zespolonych

Dla liczb rzeczywistych zachodzi (x > 0)
Y — (elnx)y — pyinz
Wobec tego definiujemy (z %= 0)

LW — W log z (19)

df
Poza przypadkiem, gdy w jest liczbg rzeczywistg, catkowitg, powyzej zdefinio-
wana operacja jest niejednoznaczna — okresla wiele (niekiedy nieskonczenie

wiele) liczb zespolonych.
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Przyktad

1 — ol log

i i(im/2+42inT) _ e~ T/2,—2nT

— €

Operacja i* okreéla rodzine liczb rzeczywistych. Jesli ograniczymy sie do gatezi
gtéwnej logarytmu, dostaniemy i = e~ /2 ~ 0.207880.
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Inny przyktad

Obliczmy sini. W tym celu zauwazmy, ze

1/e = el = ¢t

e = el = ¢ ¥t

COoSi + iSini (20a)
COS? — 1Sint (20b)

Odejmujac te réwnania stronami otrzymujemy e~ 1 — e = 2isin, a stad

e—e_l

sini:Ti:isinhl. (21)
Zauwazmy, ze |sin¢| ~ 1.175201 > 1 ©
(Natomiast cosi = (e + e 1)/2 = cosh1 ~ 1.543081 > 1 jest liczba
rzeczywista.)
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