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∂tu=∂x
2uu−u2 uN 1−u

We have shown the relevance of the sF­KPP equation for QCD

diffusive growth

The solutions are traveling waves: we have quoted some universal features

nonlinear damping statistical noise

VBD=
0
0

−
20 ' '0

2ln2N

u~e−0x−VBD t

∝ t
ln3N

average velocity

shape

dispersion in the position

VBD

Previous lecture...

−∂xu

This equation describes reaction­diffusion processes of a discrete system of N particles.
in the F­KPP case=21



∂tu=∂x
2uu−u2 2N u 1−u

­ 1937: Fisher; Kolmogorov, Petrovsky, Piscounov (deterministic part)

­ 1983: Mathematical proof that its deterministic version admits
             traveling wave solutions by Bramson; computation of the front velocity

­ 1997: Computation of the first correction to the front velocity
            due to fluctuations by Brunet and Derrida (weak noise)

­ 1999: Brunet and Derrida noticed numerically that the variance 
             of the front position scales like  

­ 2005: Phenomenological understanding of the effect of the 
            fluctuations on the front position; computation of all its 
            cumulants.

t / ln3N

Brunet, Derrida, Mueller, SM (cond­mat)

What is known on the sFKPP equation

...

...

...

­ 2006: Genealogies, relation to spin glasses



 Universality: lessons from condensed matter

 Stochastic processes: simple examples

 Reaction­diffusion and traveling wave equations

 High energy scattering as a reaction­diffusion process

Lecture 1

Lecture 2

 Results on noisy traveling waves

 Genealogies in selective evolution models

 A connection to the Parisi theory of spin glasses? 

Outline
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The infinite particle number limit
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The infinite particle number limit



The evolution of u is driven by the (linear) growing diffusion part.
The nonlinearity only tames the growth when 

The large time asymptotics are exact traveling waves.

Xt Xtdt

1
2

x

u

u~1

V∞dt

1

∂tu=∂x
2uu−u2 2N u 1−u

The infinite particle number limit

Mathematical result by Bramson



Look for solutions of the form

=21

∂tu=∂x
2uu−u2 2N u 1−u

The infinite particle number limit

characteristic function of the diffusion kernel
−∂xu

u=exp − x−v t  



Look for solutions of the form

General solution: arbitrary superposition of different wave numbers

=21

u=∫d f u=∫d f exp − x−v t  

∂tu=∂x
2uu−u2 2N u 1−u

The infinite particle number limit

characteristic function of the diffusion kernel

v =



Solution:

−∂xu

u=exp − x−v t  

v =1
 in the F­KPP case



Look for solutions of the form

General solution: arbitrary superposition of different wave numbers

Large times (saddle point at constant u), select the wave that travels with minimum 
velocity:  

=21

{ }
u x , t~e−0x−Xt

u=∫d f u=∫d f exp − x−v t  

v '0=0 ⇒  '0=
0
0

V∞=
dXt
dt

=v 0=
0
0

∂tu=∂x
2uu−u2 2N u 1−u

The infinite particle number limit

characteristic function of the diffusion kernel

v =



Solution:

−∂xu

u=exp − x−v t  

v =1
 in the F­KPP case

0=1,V∞=2 in the F­KPP case



traveling wave, asymptotic speed:

V∞=
0
0

lnu
ln1

e−0x−Xt

Xt≫1

x

Transition to the asymptotics



traveling wave, asymptotic speed:
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ln1

ln1
e−0x−Xt

e−x−Xt ,0
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x

x

Transition to the asymptotics

initial condition 



initial condition 

traveling wave, asymptotic speed:

transients:

V∞=
0
0

lnu

lnu

ln1

ln1

e−0x−Xt

e−0x−Xt

~e−x−Xt

e−x−Xt ,0

Xt=0

Xt
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x
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Transition to the asymptotics

t

V∞

V t=
0
0

− 3
20 t

L=t



x

u

1/N

Accounting for discreteness

Observation: u is either 0 or larger than 1/N



Recipe: Whenever there is more than 1 particle 
              on a site apply the mean field evolution

Brunet, Derrida (1997)x

u

1/N

Accounting for discreteness

Observation: u is either 0 or larger than 1/N



Infinite N equation + cut­off

Recipe: Whenever there is more than 1 particle 
              on a site apply the mean field evolution

Brunet, Derrida (1997)

(still deterministic)
∂tu=∂x

2uu−u2u−1/N

x

u

1/N

Accounting for discreteness

Observation: u is either 0 or larger than 1/N



Infinite N equation + cut­off

Recipe: Whenever there is more than 1 particle 
              on a site apply the mean field evolution

Observation: u is either 0 or larger than 

Brunet, Derrida (1997)

(still deterministic)

1 particle

∂tu=∂x
2uu−u2u−1/N

1/N

lnu

Xt0

ln 1/N

x

u

1/N

Accounting for discreteness

e−0x−Xt

L~ lnN
0

~t0

x

t0~L
2



Infinite N equation + cut­off

Recipe: Whenever there is more than 1 particle 
              on a site apply the mean field evolution

Observation: u is either 0 or larger than 

Brunet, Derrida (1997)

(still deterministic)

1 particle
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Infinite N equation + cut­off

Recipe: Whenever there is more than 1 particle 
              on a site apply the mean field evolution

Observation: u is either 0 or larger than 

Brunet, Derrida (1997)

(still deterministic)

1 particle
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Infinite N equation + cut­off

Recipe: Whenever there is more than 1 particle 
              on a site apply the mean field evolution

Observation: u is either 0 or larger than 

Brunet, Derrida (1997)

(still deterministic)

1 particle

∂tu=∂x
2uu−u2u−1/N

1/N

Velocity of a front of size L= lnN
0
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∂tu=∂x
2uu−u2The FKPP equation

admits asymptotic traveling wave solutions, of shape e−0x−Xt

V∞=
dXt
dt

=
0
0

=21 0 v =



∂tu=∂x
2uu−u2u−1/N

VBD=
0
0

−
20 ' '0

2ln2N

V t=
0
0

− 3
20 t

L= lnN
0

and velocity where and  minimizes

The traveling wave builds up diffusively from a given initial condition

and its velocity during that phase reads

The FKPP equation may be modified to take into account the fact that in real particle
models, occupation numbers are discrete, 0,1,2... :
The front reaches its asymptotic shape of width 

and the corresponding velocity is

Confirmed to be the right average front velocity
in numerical simulations of fully stochastic models!

Brunet, Derrida; Moro;
Pechenik, Levine; Panja...

Summary of the mean field approach

L2after a time

in the F­KPP case



Assumption #1: the evolution of the stochastic front is essentially deterministic

1
N

1
2

1

Typical shape of the front

L= lnN
0

e−0x−X

Accounting for fluctuations

x

u



Mean field with cutoff

1
N

1

Assumption #1: the evolution of the stochastic front is essentially deterministic

Typical evolution over a small time

VBDdt

Accounting for fluctuations

Typical shape of the front

x

u
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1



Assumption #1: the evolution of the stochastic front is essentially deterministic,
      except for some occasional extra­particles in the tail

Unusual shape of the front due to a forward extra particle

e−0x−X

Accounting for fluctuations

1 extra particle

x

u



1 extra particle

1
N

1

Assumption #2: the probability for such extra­particles is pddt=C1e
−0ddt



Unusual shape of the front due to a forward extra particle

e−0x−X

Accounting for fluctuations
Assumption #1: the evolution of the stochastic front is essentially deterministic,

      except for some occasional extra­particles in the tail

x

u
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N

1



Assumption #2: the probability for such extra­particles is pddt=C1e
−0ddt

Mean field with cutoff

Accounting for fluctuations
Assumption #1: the evolution of the stochastic front is essentially deterministic,

      except for some occasional extra­particles in the tail

x

u
Unusual shape of the front due to a forward extra particle
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N

1



Assumption #2: the probability for such extra­particles is pddt=C1e
−0ddt

Accounting for fluctuations
Assumption #1: the evolution of the stochastic front is essentially deterministic,

      except for some occasional extra­particles in the tail

x

u
Unusual shape of the front due to a forward extra particle
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N

1



e−0x−X

Assumption #2: the probability for such extra­particles is pddt=C1e
−0ddt

X XX

time to reach the asymptotic shape e−0x−X−X
L2

Accounting for fluctuations

1
2

Assumption #1: the evolution of the stochastic front is essentially deterministic,
      except for some occasional extra­particles in the tail

x

u
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1



Assumption #2: the probability for such extra­particles is pddt=C1e
−0ddt

position w.r.t. the deterministic front:

X=∫0
L2

dt V t−VBD

X XX

e−0x−X−X

e−0x−X

time to reach the asymptotic shapeL2

Accounting for fluctuations

1
2

Assumption #1: the evolution of the stochastic front is essentially deterministic,
      except for some occasional extra­particles in the tail
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

Assumption #2: the probability for such extra­particles is pddt=C1e
−0ddt

position w.r.t. the deterministic front:

X=∫0
L2

dt V t−VBD=−∫
L2

dt
3
20 t

const

=− 3
20

lnL2const= 1
0

0−lnL
3const

X XX

e−0x−X−X

e−0x−X

time to reach the asymptotic shapeL2

Accounting for fluctuations

1
2

Assumption #1: the evolution of the stochastic front is essentially deterministic,
      except for some occasional extra­particles in the tail

V t=
0
0

− 3
20 t

x

u
VBD=

0
0

−
2 ' '0

20L
2



1



position w.r.t. the deterministic front:

e−0x−Xf =e−0x−Xe−0x−X−X

Assumption #2: the probability for such extra­particles is pddt=C1e
−0ddt

X XX Xf

e−0x−X−X

e−0x−X

time to reach the asymptotic shapeL2

Accounting for fluctuations

1
2

Assumption #1: the evolution of the stochastic front is essentially deterministic,
      except for some occasional extra­particles in the tail

V t=
0
0

− 3
20 t

VBD=
0
0

−
2 ' '0

20L
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u

X=∫0
L2

dt V t−VBD=−∫
L2

dt
3
20 t

const

=− 3
20

lnL2const= 1
0

0−lnL
3const

Xf=X
1
0
ln 1e0X 

⇒R =Xf−X=
1
0
ln1C2 e0

L3 



1



position w.r.t. the deterministic front:

Assumption #2: the probability for such extra­particles is pddt=C1e
−0ddt

Assumption #3: their effect on the front position is R =Xf−X=
1
0
ln1C2 e0

L3 
e−0x−X−X

e−0x−X

time to reach the asymptotic shapeL2

X XX Xf

Accounting for fluctuations

1
2

Assumption #1: the evolution of the stochastic front is essentially deterministic,
      except for some occasional extra­particles in the tail

x

u

e−0x−Xf =e−0x−Xe−0x−X−X

X=∫0
L2

dt V t−VBD=−∫
L2

dt
3
20 t

const

=− 3
20

lnL2const= 1
0

0−lnL
3const

⇒R =Xf−X=
1
0
ln1C2 e0

L3 
Xf=X

1
0
ln 1e0X 



Assumption #2: the probability for such extra­particles is pddt=C1e
−0ddt

Assumption #3: their effect on the front position is

Xtdt=

V−VBD=∫dpR 

[n−thcumulant]
t

=∫dpRn

=
C1C2
0

3lnL
0L

3

=
C1C2
0

n!n
0
nL3

{ }XtVBDdtR , withproba pddt

XtVBDdt , if nofluctuationoccurs

R =Xf−X=
1
0
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NB: when             , the front due to the fluctuation
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once in                                          steps of time.
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Assumption #1: the evolution of the stochastic front is essentially deterministic,
      except for some occasional extra­particles in the tail

Assumption #2: the probability for such extra­particles is pddt=C1e
−0ddt

Assumption #3: their effect on the front position is R = 1
0
ln1C2 e0

L3 
Assumption #4: V=VBD with the substitution LLc

We proposed a phenomenological model for the propagation stochastic fronts, that we 
expect to be valid in the weak noise limit (for a large enough number of particles).
This model is summarized in the following assumptions:

It leads to quantitative predictions for the position of the front:

lnN≫1

Summary of the effect of fluctuations

distribution very wide!
very far from a Gaussian!



Correction to the velocity

[Cumulant of order 2]/t

[Cumulant of order 3]/t

[Cumulant of order 4]/t

[Cumulant of order 5]/t

Reaction­diffusion model, discrete in space and time

Numerical checks



Use the dictionary... 

Particle density/fraction u Partonic amplitude T

ln k2/k0
2

Maximum/equilibrium 
number of particles N

1

s
2

Position of the wave front X Saturation scale

Position x

Time t Y

ln Qs
2/k0

2

...to get predictions for QCD!
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Traveling wave: all universal results on the front are applicable
=ln 2∫de with
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Numerical checks

ln3N

N log logN scale

N logN scale

T2 log scale
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A very advanced individual will, at a later time,
be the common ancestor of all particles

The condition for that is 



c=
3
0
ln lnN0 

This happens precisely once in
1
pc

~ln3N timesteps!

Our assumptions on the mechanism for stochastic front propagation also lead to the
expressions for  〈Tk 〉/〈T2〉

Relation to the phenomenological model
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Due to frustration (all interactions cannot be satisfied), there are many different 
configurations that are local minima of the free energy F.

A distance between configs a and b may be defined with the help of the overlap function

qab= 1
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Si
aSi
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This distance is ultrametric: the configurations may be represented by a (random) tree

ov
er

la
p

We observed that the structure of the tree
is the same as in the growth model!

Hamiltonian:

+
++­

+
++­=

Parisi; Mezard, Virasoro... (1980...)

Ji , j=±1random

Spin glasses



High energy QCD

Reaction­diffusion
Selective evolution

Spin glasses

Belongs to
 the universa

lity
 class o

f
Trees appear in both contexts

and look exactly the same!

New results for QCD amplitudes

New results for sFKPP, i.e.: 
   ­ stochastic front propagation
   ­ properties of population growth

Summary

Brunet, Derrida, Mueller, Munier, Phys. Rev. E (2006)
Letter submitted to PRL
Extended version to appear

New insights in high energy evolution; 
simple understanding of the fluctuations



Outlook

The correspondence high energy QCD/ reaction­diffusion has provided new and fruitful
insights. Lots of points deserve more studies:

­ does the impact parameter dependence change the picture?
­ can one get phenomenological predictions for e.g. LHC?
­ how does the picture fit the traditional approach to QCD through Feynman diagrams?
­ does statistical physics have anything to say beyond the energy dependence
  of total cross sections?

There is an intriguing universality beyond this correspondence, between some evolution
processes with selection related to traveling waves and the theory of spin glasses.

­ is this deep or accidental?
­ what insight can be gained for spin glasses?
­ do our results on genealogies have a practical use in QCD/chemistry/biology?



Thank you to the organizers and to all participants

Happy birthday to Prof Bialas!


