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¬E­8³´­8³�¿e¿e¥¦«�Ä�¬E¹ê³4®¦£»º�³�¨�  ª £�á�½r£
³ê¹!£�³�­cÈ���£�§ã¯±¹!£Ì®r¢�«�¯±º�¢�£�¥¦£[«�­e£�¿K«F§©¨�¹!£�¥q³´¤ ®r£�¥o®r¢�£�«´®¦¢e£�¥q¬E½�¯c¬E½g®r¥¦¬Eóeác®r£3¯�«4ø�£�¥�®r¢e£
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Ω
¤�³�°Ì®r«�¥¦¬W$�£�½

Ω =
1

Nβ !

Nβ∏
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νi

º�¢e£�¥r£
νi
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§ã³4®g®¦¬E°�£�  9 ®0º�¬©§E§eó,£o°�³�§E°�áe§E³´®r£3¯�ó�¨�³F¯e¯c¬E­eé�«�­e£�½r£�é�¹!£�­F®0³´¤ ®r£�¥
®¦¢e£�«´®¦¢e£�¥0³�­�¯Ú°Ì«�á�­F®¦¬©­�é
®r¢�£=­7á�¹�ó,£�¥�«´¤
¿,«F½¦½g¬Eóe§E£¶º�³�¨c½� 

νi+1 =
M∏
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ni+1
s

¡�¢e£x��¥²½z®o½r£�éF¹Ú£�­7®�«�¤	®¦¢e£Ì��¬FËTOÈ�}È?®¦¢#¿,«�§E¨�¹!£�¥�¹!«�§E£�°�áe§©£[°�³´­xóK£=¿�§E³F°Ì£�¯#«�­7®¦«
ni+1

1 = N − iM
§ã³4®g®¦¬E°�£[½g¬©®r£3½� 
¡�¢e£�½g£3°Ì«F­�¯�½r£�éF¹Ú£�­7®
¢K³�½	®r«¶óK£�¿�§E³F°Ì£�¯�«�­Ú³�­�£�¬Eé�¢�óK«Fáe¥¦¬©­eé�¿K«7½g¬©®r¬E«�­m ¼(�£�¿,£�­�¯e¬©­eé

«�­�®r¢e£�°�«7«F¥¦¯e¬©­�³´®r¬E«�­[­�áe¹TóK£�¥
«´¤e®¦¢e£�§E³´®g®r¬ã°Ì£�®r¢�£�¥¦£»³�¥r£
c
¿,«F½¦½g¬Eóe§E£�­�£�¬Eé�¢�óK«Fáe¥¦¬©­eé¶½g¬©®r£3½� &»ác®o«�­�§©¨�³T¤�¥²³�°Ì®r¬E«�­x«´¤

f = 1− iM

N«´¤	®r¢e£3½g£=¬ã½�áe­e«c°�°Ìáe¿e¬E£�¯� �7o£�­K°Ì£�¤�«�¥�®¦¢e£[½r£�°Ì«F­�¯x½g£�é�¹!£�­7®�º�£�¢�³�øF£
ni+1

2 = c

(
1− iM

N

)
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ni+1
3 = (c− 1)

(
1− iM

N

)

*	¬Eé�á�¥r£!O�Â��H³�ø�³�¬©§ã³´ó�§©£¶¿K«7½g¬©®r¬E«�­K½

�������������������������������������������������
�������������������������������������������������
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¡�¡�¡�¡¡�¡�¡�¡¡�¡�¡�¡¡�¡�¡�¡¡�¡�¡�¡¡�¡�¡�¡¡�¡�¡�¡

¢�¢�¢�¢¢�¢�¢�¢¢�¢�¢�¢¢�¢�¢�¢¢�¢�¢�¢¢�¢�¢�¢¢�¢�¢�¢
£�£�£�££�£�£�££�£�£�££�£�£�££�£�£�££�£�£�££�£�£�£ ¤�¤�¤�¤¤�¤�¤�¤¤�¤�¤�¤¤�¤�¤�¤¤�¤�¤�¤¤�¤�¤�¤¤�¤�¤�¤

¥�¥�¥�¥¥�¥�¥�¥¥�¥�¥�¥¥�¥�¥�¥¥�¥�¥�¥¥�¥�¥�¥¥�¥�¥�¥ ¦�¦�¦�¦¦�¦�¦�¦¦�¦�¦�¦¦�¦�¦�¦¦�¦�¦�¦¦�¦�¦�¦¦�¦�¦�¦
§�§�§�§§�§�§�§§�§�§�§§�§�§�§§�§�§�§§�§�§�§§�§�§�§

¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨
©�©�©�©©�©�©�©©�©�©�©©�©�©�©©�©�©�©©�©�©�©©�©�©�©

ª�ª�ª�ªª�ª�ª�ªª�ª�ª�ªª�ª�ª�ªª�ª�ª�ªª�ª�ª�ªª�ª�ª�ª
«�«�«�««�«�«�««�«�«�««�«�«�««�«�«�««�«�«�««�«�«�«
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r=2 r=3

r=5

12
4
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3

1

r=4

23

*e«F¥o®¦¢e£[¤�«F§©§E«4º�¬©­�é8½g£�é�¹!£�­7®¦½
r = 4 . . .M

º»£T³�½¦½ráe¹!£=®r¢�³´®q®¦¢e£�­�áe¹TóK£�¥q«´¤0¿,«F½gÈ
½r¬©óe§E£�½g¬©®r£3½!¬E½ê®r¢e£�½¦³´¹!£�³�½Ú¤�«�¥!®¦¢e£±®r¢�¬©¥²¯Û½r£�éF¹!£�­7®�  ¡�¢e¬ã½!¬©­7®¦¥r«c¯cá�°�£�½ê½r«�¹!£x£�¥¦¥r«F¥
½r¬©­�°�£ê¤�«�¥T½g«F¹Ú£8°�«�­<�Ké�áe¥²³4®¦¬©«F­�½¶®r¢e£�­7á�¹�ó,£�¥[¬ã½[¥¦£�¯cáK°Ì£�¯C¯cá�£ê®r«�®¦¢e£8£�Äc°�§©áK¯c£�¯CøF«�§©È
áe¹!£� ±¡�¢e¬ã½[£�¥r¥¦«�¥È«�¢e«4º»£�øF£�¥=¬ã½[½g¹ê³�§©§»°Ì«�¹!¿�³�¥r£3¯úº�¬©®r¢C®¦¢e£�°�¥rá�¯e£�­e£3½r½=«�¤�®r¢e£8º�¢�«�§E£
¹!«c¯c£�§' �-�áe§©®r¬E¿e§E¨7¬E­eé8³�§©§)®¦¢e£�¤�³�°Ì®r«�¥²½�º»£¶¢K³�ø�£

νi+1 = (N − iM)c(c− 1)M−2(1− iM

N
)M−1

≈ (N − iM)M (
c− 1

N
)M−1

³´­K¯8®¦¢e£=£�­7®r¥¦«�¿�¨ê¬ã½

∆S = k ln


 1

Nβ !

Nβ∏

i=1

(N − iM)M (
c− 1

N
)M−1




= −kNβ lnNβ + kNβ + kNβ(M − 1) ln(
c− 1

N
) + kM

Nβ∑

i=1

ln(N − iM)
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Nβ∑

i=1

ln(N − iM) ≈
∫ Nβ

0

ln(N −Mx)dx = (x− N

M
)(ln(N −Mx)− 1)

∣∣∣∣
Nβ

0

= −Nα

M
(lnNα − 1) +

N

M
(lnN − 1)*6¬©­K³´§E§©¨8º»£�é�£�®

∆S = −kNβ lnNβ+kNβ+kNβ(M−1) ln(
c− 1

N
)+k(N lnN−N+Nα−Nα lnNα)

¡�¢e£=¯c¬ã½g«F¥¦¯e£�¥�£�­7®r¥¦«�¿�¨8¬ã½�«�óe®¦³´¬E­e£3¯�ó�¨�½ráeó�½g®r¬©®rác®¦¬©­�é
Nα = 0

³�­�¯
N = MNβ

∆Sd = ∆S(Nα = 0) = −kNβ lnNβ+kNβ+kNβ(M−1) ln(
c− 1

MNβ
)+k(MNβ lnMNβ−MNβ)

³´­K¯8®¦¢e£[¯c¬�%,£�¥r£�­�°Ì£�é�¬Eø�£3½»®r¢e£=¹!¬©Äc¬©­eé!£�­F®¦¥r«F¿�¨
∆Sm = ∆S −∆Sd = k(N lnN −N +Nα −Nα lnNα −MNβ lnMNβ +MNβ)

+kNβ(M − 1)(lnMNβ − lnN)

= k(N lnN−Nα lnNα−MN β lnMNβ+MNβ lnMNβ−MNβ lnN−Nβ lnMNβ+Nβ lnN

= −k(Nα ln
Nα

N
+Nβ ln

MNβ

N
) = −kNα lnφα − kNβ lnφβ

= −Nk(φα lnφα +
φβ

M
lnφβ)

*6¬©éFáe¥¦£ W ÆN�
¹!¬ÀÄc¬E­eé!£�­7®r¥¦«�¿�¨
∆Sm/Nk

¬E½o½r¢e«4º�­±³�½�³Ú¤�áe­�°Ì®r¬E«�­±«´¤
φβ
¤�«F¥'-=wTO	« W «EO�Æ�«©O3Æ�Æ
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−N βk ln
MNβ

N
+Nβk ln

Nβ

N
= −Nβk lnM

ëo£�Ä�®�º�£�°�³´§ã°Ìáe§ã³4®¦£±®r¢e£ü°²¢�³´­eéF£�«´¤=£�­�£�¥¦é�¨ß¯cá�£�®r«u¹!¬©Äc¬©­eé
∆Em

 
wαα

¬E½8®r¢e£
¬E­F®¦£�¥²³�°Ì®r¬E«�­C£�­e£�¥réF¨�ó,£Ì®zº»£�£�­y­�£�³´¥¦£�½g®gÈ�­e£�¬©éF¢7ó,«�á�¥�½r«�§Eø�£�­7®[¹Ú«F§©£3°Ìáe§E£�½D«

wββ
ó,£Ì®zº»£�£�­

­e£3³´¥¦£�½g®gÈ�­e£�¬Eé�¢�ó,«�áe¥H¿,«�§E¨�¹Ú£�¥0áe­e¬©®¦½:��­e«�®�°²¢e£�¹Ú¬ã°�³�§©§E¨�ó,«�­K¯c£�¯��Þ³´­�¯
wαβ

óK£�®zº�£�£�­ê«�­�£
½r«�§Eø�£�­7®m¹!«F§©£3°Ìáe§E£�³�­�¯=«�­�£Þ¿,«�§E¨7¹!£�¥máe­e¬©®� 
¡�¢e£�¿e¥r«Fó�³´ó�¬©§E¬À®z¨�®r¢K³4®H³´­�¨¶½r¬©®r£Þ¬ã½	«�°�°Ìáe¿�¬©£3¯
ó�¨Ú³T½g«F§©øF£�­7®0¹!«�§E£�°�áe§©£q¬E½

φα
³�­�¯!ó�¨Ú³�¿K«F§©¨�¹!£�¥�áe­e¬©®�¬ã½

φβ
  ª £�¬©­7®¦¥r«c¯cá�°�£q³´­�£M%)£�°ÐÈ

®r¬Eø�£�°�«7«F¥¦¯e¬©­�³´®r¬E«�­T­7á�¹�ó,£�¥
c
º�¢e¬ã°²¢T®²³´¼F£�½6¬©­7®¦«[³�°�°�«�áe­7®6®r¢�³´®Þ³�½g«F§©øF£�­7®H¹Ú«F§©£3°Ìáe§E£�¢�³�½

°0­�£�¬Eé�¢�óK«Fáe¥²½mº�¢e£�¥r£3³�½	³o¿,«�§E¨7¹!£�¥	½r£�é�¹!£�­F®6¬©­7®¦£�¥²³�°Ð®²½m«F­e§E¨¶º�¬©®r¢Ú°ÐÈ W «´®¦¢e£�¥6¹!«�§E£�°�áe§©£3½� 
¡�¢e£�­

Nαα = cφα
Nα

2
Nββ = Mcφβ

Nβ

2

Nαβ = cφαNβ9 ­T®r¢e£�¿eáe¥¦£�¿K«F§©¨�¹!£�¥
φβ = 1

³´­�¯
Nββ = McNβ/2

º�¢e£�¥r£3³�½6¬©­T®r¢�£�¿eáe¥¦£�½r«�§Eø�£�­7®
Nαα = cNα/2

 
¡�¢e£�£�­�£�¥¦é�¨�°²¢�³�­eé�£¶¬ã½

∆Em = cwααφα
Nα

2
+ wββMcφβ

Nβ

2
+ wαβMcφαNβ

−wααc
Nα

2
− wββMc

Nβ

2

= −cwαα
Nα

2
φβ − cMwββ

Nβ

2
φα + wαβMcφαNβ

= (wαβ −
wαα + wββ

2
)cNφαφβ

= −w
2
cNφαφβ

= NkTχφαφβ

º�¬©®r¢x®r¢e£+*6§E«�¥¦¨ê¬©­7®¦£�¥²³�°Ð®¦¬©«F­#¿K³´¥²³´¹!£Ì®¦£�¥
χ = − wc

2kT*e«F¥»®r¢e£[°²¢�³�­eé�£�¬E­x¤�¥r£�£¶£�­e£�¥¦é�¨êº»£¾��­�¯
∆Fm

NkT
=

∆Em

NkT
− ∆Sm

Nk
= φα lnφα +

φβ

M
lnφβ + χφαφβ
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°�³�­#ó,£�¤�áe§E§)�K§©§E£�¯
�����cð
���?���²Ôß�´�4�����7�4���,�
ö�¿e¢�³F½g£=½r£�¿�³�¥¦³´®r¬E«�­#¬E½�£�­e£�¥¦é�£�®r¬ã°�³´§E§E¨!¤�³�ø�«�á�¥¦³�óe§©£¶¬©¤

∆Fm(φβ , N) > ∆Fm(φ
′

β , N
′) + ∆Fm(φ

′′

β , N −N ′)

&»ác®o½g¬E­�°�£
∆Fm = N∆fm(φβ)

¬E½o¿e¥r«F¿K«F¥g®¦¬©«F­�³´§K®r«
N
«�®r¢e¬ã½o°Ì«F­�¯c¬©®r¬E«�­xóK£3°Ì«F¹Ú£3½

N∆fm(φβ) > N ′∆fm(φ′β) + (N −N ′)∆fm(φ′′β)

è�¬E­�°Ì£¶®¦¢e£�®r«�®¦³´§m­7á�¹�ó,£�¥²½
Nα
«
Nβ

³´¥¦£¶°�«�­�½r£�¥¦ø�£3¯8º»£�¢�³�ø�£

Nφβ = N ′φ′β + (N −N ′)φ′′β
«�¥

N ′ = N
φβ − φ′′β
φ′β − φ′′β

(N −N ′) = N
φ′β − φβ

φ′β − φ′′β&»ác®�½r¬©­�°�£úë ³F½êº�£�§©§�³�½T�?ë�È}ë+G �8½r¢e«�áe§ã¯�óK£ú¿K«7½g¬©®r¬Eø�£�­�áe¹TóK£�¥¦½!®¦¢e£�¥¦£ú³�¥r£x®zº»«
¿,«F½¦½g¬Eóe§E£�°�³�½r£�½D�

φ′β − φ′′β > 0 φβ − φ′′β > 0 φ′β − φβ > 0

φ′β − φ′′β < 0 φβ − φ′′β < 0 φ′β − φβ < 0

º�¢e¬ã°²¢8¹!£�³�­�½0®¦¢�³4®»«�­e£q«´¤
φ′β
³´­K¯

φ′′β
¹�á�½g®�ó,£�§ã³´¥¦é�£�¥H®r¢K³´­

φβ
³´­K¯ê«�­e£¶½g¹ê³�§©§E£�¥3 ¼&»¨

¥¦£�­�³�¹Ú¬E­eé!º»£�³�§©º�³�¨c½�°�³´­�°²¢e«�«F½r£�®r¢e£=«F¥¦¯c£�¥

φ′β < φβ < φ′′β
¡�¢e£=½g®¦³´ó�¬©§E¬À®z¨#°Ì¥¦¬À®¦£�¥¦¬©«F­#ó,£�°�«�¹!£�½

∆fm(φβ) >
φ′′β − φβ

φ′′β − φ′β
∆fm(φ′β) +

φβ − φ′β
φ′′β − φ′β

∆fm(φ′′β)

«�¥�º�¬©®r¢x®r¢�£[³´óeóe¥¦£�ø�¬ã³4®¦¬©«F­

h′ = φβ − φ′β h′′ = φ′′β − φβ

³�½
∆f(φβ − h′)−∆f(φβ)

h′
+

∆f(φβ + h′′)− δf(φβ)

h′′
< 0

óeác®�®¦¢�³4®o¹!£3³´­�½»®¦¢e£[°Ìáe¥¦ø4³4®¦áe¥r£�¢�³F½»®r«!ó,£=­e£�é7³4®r¬Eø�£�«F¥»§E«c°�³�§©§E¨

∂2∆f(φβ)

∂φ2
β

< 0
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φ
β

φ
β

φ
β

β
φ’

β
φ’

β
φ’’

β
φ’’

β
φ’

β
φ’’

stable

instable

metastable

*6¬©éFáe¥¦£ WFW �o*e¥¦£�£�£�­e£�¥¦é�¨�³F½�³T¤�áe­�°Ð®¦¬©«F­±«´¤6½r«�§Eác®¦£[°Ì«�­K°Ì£�­7®¦¥¦³´®r¬E«�­

0.1

-0.1

0

-0.2

-0.3

x

10.80.60.40.20

∆Fm/NkT
¬ã½�½g¢�«4º�­�¤�«F¥'-=wTO�ÆFÆ�Æ�³�­�¯

χ = 0.1, 0.5, 1.0, 2.0

*6¬©éFáe¥¦£ W ÃN�o*e¥¦£�£�£�­e£�¥¦é�¨�³F½�³T¤�áe­�°Ð®¦¬©«F­±«´¤6½r«�§Eác®¦£[°Ì«�­K°Ì£�­7®¦¥¦³´®r¬E«�­
0

-0.2

-0.1

-0.3

-0.4

x

0.80 0.2 0.4 10.6

∆Fm/NkT
¬E½�½r¢e«4º�­#¤�«�¥

χ = 1.0
³´­�¯d-=wTOR« W «©O3ÆN«EO�Æ�ÆFÆ
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*6¬©éFáe¥¦£ W Ç��o*e¥¦£�£�£�­e£�¥¦é�¨�³F½�³T¤�áe­�°Ð®¦¬©«F­±«´¤6½r«�§Eác®¦£[°Ì«�­K°Ì£�­7®¦¥¦³´®r¬E«�­

0.15

0.05

-0.15

0.1

0

-0.2

x

10.80.6

-0.1

-0.05

0.40.20

∆Fm/NkT
¬E½�½r¢e«4º�­#¤�«�¥

χ = 2.0
³´­�¯d-=wTOR« W «©O3ÆN«EO�Æ�ÆFÆ

�´�4�������F�e�����,×mÝ
���?�	Ø
öoó,«4ø�£!³±°Ì£�¥g®²³´¬E­úø4³´§Eáe£!«´¤

χ = χc(M)
¬E­�½g®¦³�óe¬©§E¬©®r¬E£�½=³´¿�¿K£3³´¥3 Ú¡	«t�K­�¯ü®r¢e¬ã½=°Ì¥¦¬À®¦¬E°�³´§

ø4³´§Eáe£�º�£=¢K³�ø�£�®r«!§©«�«F¼ê¤�«�¥�®¦¢e£=¹!£Ì®¦³F½z®²³´óe§E£=°�³F½g£�º�¬©®r¢

0 =
∂2

∂2φb
∆f(φb) =

1

1− φb
+

1

Mφb
− 2χ

9 ­ß¿�¥r¬E­�°Ì¬E¿e§E£�®¦¢e£±°Ì¥¦¬À®¦¬E°�³´§
χ
ø4³´§Eáe£±°�³�­ßó,£�¤�«Fáe­�¯ß¤�¥r«F¹ ½r«�§Eø�¬©­�é�®r¢�¬E½êò7á�³F¯c¥¦³´®r¬ã°

£�ò7á�³´®r¬E«�­ß¤�«�¥
φb
³´­�¯ß§©«�«�¼�¬E­eéü¤�«�¥!¥r£3³´§»¥r«�«�®¦½Ú¬©­ß®r¢e£±¥²³´­eéF£

0 ≤ φβ ≤ 1
 v7q£�¥¦£	«

¢e«4º»£�øF£�¥=³�½g¬E¹!¿e§E£�¥�½g®r¥²³4®¦£�é�¨ü°�³´­Có,£�³´¿�¿e§©¬E£�¯� #ö»®[®¦¢e£êóK«Fáe­�¯e³�¥r¬E£�½[«´¤»®r¢e£8¬E­7®r£�¥rø4³´§
[0, 1]

«´¤	¿,«F½¦½r¬©óe§E£
φb
È'ø4³´§Eáe£3½»®r¢e£[½r£�°�«�­�¯x¯c£�¥¦¬Eø�³´®r¬Eø�£�¬ã½�¿K«7½g¬©®r¬Eø�£

∂2

∂2φb
∆f(φb)→

1

Mφb
> 0 for φb → 0

∂2

∂2φb
∆f(φb)→

1

1− φb
> 0for φb → 1

7o£�­�°Ì£=º»£�§©«�«F¼ê¤�«�¥o³Ú¹!¬©­�¬©¹Táe¹Í«�¤	®¦¢e£[½g£3°Ì«F­�¯#¯e£�¥¦¬©ø4³4®¦¬©øF£	«�¬'  £F Hº�£=½r«�§Eø�£
0 =

∂3

∂3φb
δf(φb) =

1

(1− φb)2
− 1

Mφ2
b

®r¢�¬E½�éF¬©øF£�½�¬E¹Ú¹!£3¯c¬E³´®r£�§©¨
φbc =

1

1 +
√
Möoó,«4ø�£�®r¢e£ê°�¥r¬©®r¬ã°�³�§	¿,«�¬E­7®¶®¦¢e£!¹!¬©­e¬E¹�á�¹ «´¤Þ®¦¢e£!½g£3°Ì«�­K¯ú¯c£�¥r¬Eø4³4®r¬Eø�£T¬E½¶­e£�éF³´®r¬Eø�£� 7o£�­�°Ì£=º»£=³´¥¦£�§E«�«�¼�¬E­eéÚ¤�«�¥o³!½g«F§©áe®r¬E«�­x«´¤

∂2

∂2φb
∆f(φb) =

∂3

∂3φb
∆f(φb) = 0

9 ­�½r£�¥r®r¬E­eé
φbc

¬©­7®¦«T®¦¢e£[½r£�°Ì«F­�¯x¯c£�¥¦¬©ø4³´®r¬Eø�£¶é�¬Eø�£�½

0 = 1 +
1

M
+

2√
M
− 2χ



á ¹ · Q °'â�ã ºÌä^å|åe»zR�VCSUºoU¶Q °Çâ ¹»Q °�æ »�Q^ç¶Q ·bâ ´�U ° V�Q · ä»S¼»�Q�R�V Ã�Ç

º�¢e¬ã°²¢#éF¬©øF£�½»®¦¢e£[°Ì¥¦¬À®¦¬E°�³´§sø4³´§Eáe£�«´¤
χ

χc =
(1 +

√
M)2

2M
=

1

2
+

1√
M

+
1

2M

���	���u�?���e��ÝÞ�K�����)���?�e�»�e�	�C�e�eÝÞ����Ý	�4�����3×	���
*e¥¦«�¹

dF = −SdT + µαdNα + µβdNβ
º»£#«Fóc®¦³�¬©­ß®r¢e£�°²¢�³�­eé�£#«´¤o®¦¢e£�°²¢e£�¹!¬ã°�³´§

¿,«´®r£�­7®r¬ã³´§�³�½

µα − µ0
α = ∆µα =

∂∆F

∂Nα
|Nβ ,T =

(
∂N

∂Nα

∂

∂N
+
∂φβ

∂Nα

∂

∂φβ

)
N∆f(φβ)

= ∆f(φβ)− φβ∆f ′(φβ) = kT

(
ln(1− φβ) + (1− 1

M
)φβ + χφ2

β

)

ëo«4ºB®r¢e£[¯e£�¥¦¬©ø4³4®¦¬©øF£�½»«´¤
∆µα

³´¥¦£

∂

∂φβ
∆µα = −φβ∆f ′′(φβ)

∂2

∂φ2
β

∆µα = −∆f ′′(φβ)− φβ∆f ′′′(φβ)

7o£�­�°Ì£�®¦¢e£[°Ì¥¦¬©®r¬ã°�³´§s¿,«�¬E­7®o°�³´­xó,£[³´§ã½g«Ú¤�«�á�­�¯xó7¨#½g«F§©ø�¬E­eé
∂2

∂φ2
β

∆µα =
∂

∂φβ
∆µα = 0

£�¹!¿e§E«4¨�¬©­�é=®r¢e£�¬ã¯c£�³�§Ké7³�½»³´¿e¿�¥r«�Äc¬E¹!³´®r¬E«�­!®¦¢e¬E½�®¦¢e¬E½»éF¬©øF£�½H¤�«F¥»®r¢e£¶ø4³´¿,«�¥»¿e¥r£3½r½ráe¥¦£

pα

p0
α

= e
µα−µ0

α
kT = (1− φβ)e(χφ2

β+(1−1/M))φβ

³´­K¯y½g¬E­�°Ì£�®r¢e£x£ÌÄc¿,«�­e£�­7®r¬ã³´§Þ¬ã½Ú³�¹!«�­e«�®r«F­e«�á�½=¤�áe­�°Ð®¦¬©«F­Û³�­e«´®¦¢e£�¥Ú°Ì«�­K¯c¬À®¦¬©«F­y¤�«�¥
®r¢�£[°Ì¥¦¬À®¦¬E°�³´§s¿,«�¬E­F®o¬ã½

∂

∂φβ

pα

p0
α

=
∂2

∂2φβ

pα

p0
α

= 0

*	¬Eé�á�¥r£ W ÊN�
¬E¯c£3³´§�é7³�½�³´¿�¿e¥r«�Äc¬E¹ê³4®r¬E«�­�¤�«�¥�®¦¢e£=ø4³´¿,«�¥�¿e¥¦£�½¦½gáe¥¦£

µ= const + kT ln(p)l gµ      =
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*	¬Eé�á�¥r£ W Î��	ø4³�¿K«F¥�¿e¥r£3½r½ráe¥¦£�«�¤
³Úóe¬E­�³�¥r¨8¹!¬©Ä�®ráe¥¦£�º�¬À®¦¢x¬E­7®r£�¥¦³F°Ð®r¬E«�­_��-KwTOÈ�

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
 φβ

0

0.5

1
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P 0

0
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2
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 χ=

 χ=

 χ=

 χ=

*	¬Eé�á�¥r£ W ·<�
ø�³�¿K«F¥�¿e¥¦£�½¦½gáe¥¦£¶«´¤6³Ú¿,«�§E¨�¹Ú£�¥o½g«F§©áe®r¬E«�­±º�¬À®¦¢±¬©­7®r£�¥¦³F°Ð®¦¬©«F­=��-KwTO�Æ�ÆFÆR�

1E0

9.998E-1

9.999E-1

9.997E-1

9.996E-1

x

0.10.080.060.020 0.04

χ = 0.5, 0.532, 0.55

Ý
�	�e�3���6���eØK�4�e�
9 ­!®r¢�£q½g¬E¹!¿e§E£i*6§©«F¥r¨7È?7oáeéFé�¬E­�½6®r¢e£�«�¥¦¨[®¦¢e£o¬E­F®¦£�¥²³�°Ì®r¬E«�­!¿�³´¥²³´¹!£�®r£�¥H¬ã½0¿�¥r«F¿K«F¥g®¦¬©«F­�³´§7®r«
1
T

 �7q£�­�°�£¶º»£[°�³�­#º�¥¦¬©®r£�¬À®q³F½
χ =

T0χ0

T³´­K¯#¯c¬ã½¦°Ìá�½¦½»®r¢e£�¤�¥¦£�£=£�­e£�¥¦é�¨8°²¢K³´­eéF£¶³F½�³Ú¤�áe­�°Ð®¦¬©«F­±«´¤
φβ
³´­�¯x¡� 

∆F = NkT

(
(1− φβ) ln(1− φβ) +

φβ

M
lnφβ

)
+NkT0χ0φβ(1− φβ)

¡�¢e£�®¦áe¥r­�¬©­eé!¿,«�¬E­7®¦½»¤�«�§E§E«4º ¤�¥¦«�¹

0 =
∂2

∂φ2
β

∆F = Nk

(
T

1− φβ
+

T

Mφβ
− 2T0χ0

)

³�½

φβ,TP =
1

2
+
T (1−M)±

√
T 2(M − 1)2 + 4T0χ0M(T0χ0M − T − 4MT )

4T0χ0M
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¡�¢e¬ã½�¯c£®��­e£�½s®r¢e£Þ½r¿e¬E­e«c¯e³´§F°Ìáe¥¦ø�£
º�¢e¬ã°²¢=½g£�¿K£�¥¦³´®r£�½s®r¢e£H¬E­�½g®¦³´ó�§©£H¤�¥¦«�¹B®r¢e£H¹!£�®¦³�½g®¦³�óe§E£
¥¦£�é�¬E«�­

*	¬Eé�á�¥r£ W ì��0è�¿e¬E­e«c¯e³´§s¤�«F¥'-=wTO
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*6¬Eé�áe¥¦£ W Â��Hèc¿e¬©­�«�¯�³´§)¤�«�¥'-KwTO�Æ�Æ
1

0.6

T

0.8

2

0.4

10
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1.5

0.2

0.5

ª ¢e¬ã°²¢±¬E½o®r¢e£=¹!¬E­e¬©¹Táe¹ ¤�¥r£�£[£�­e£�¥réF¨8«´¤H³Ú®zº»«´È�¿e¢�³�½r£=½g¨c½g®r£�¹¹¸ü¡�¢e£�¤�¥¦£�£[£�­e£�¥¦é�¨
¢�³F½»®r¢e£�¤�«F¥r¹

∆F = ∆F 1 + ∆F 2 = N1kT∆f(φ1
β) +N2kT∆f(φ2

β)

º�¬©®r¢

N j = N j
α +MN j

β φj
β =

MN j
β

N j

¡�¢e£ê¹!¬E­e¬©¹Táe¹þ¤�¥r£�£ê£�­e£�¥réF¨ü°�³�­CóK£!¤�«Fáe­�¯É¤�¥¦«�¹ ®¦¢e£�°�«�­�¯c¬©®r¬E«�­É®¦¢�³4®�£�Äe°²¢�³´­eéF£
«´¤H½r«�§Eø�£�­7®�«�¥o½r«�§Eác®¦£=¹Ú«F§©£3°Ìáe§E£�½�ó,£Ì®zº»£�£�­x®r¢e£=®zº»«!¿e¢�³F½g£3½�¯c«�£�½�­e«�®q°²¢�³´­�é�£¶®r¢e£[¤�¥r£�£
£�­�£�¥¦é�¨	«c¬'  £� 6®r¢e£[°²¢�£�¹!¬E°�³´§s¿,«´®¦£�­7®r¬ã³´§ã½�¬E­�®¦¢e£�®zº�«!¿e¢K³�½r£�½�³´¥¦£�®r¢e£[½¦³´¹!£

0 = d∆F = (
∂∆F 1

∂N1
α

− ∂∆F 2

∂N2
α

)dNα + (
∂∆F 1

∂N1
β

− ∂∆F 2

∂N2
β

)dNβ

0 = µ1
α − µ2

α = µ1
β − µ2

β



á ¹ · Q °'â�ã ºÌä^å|åe»zR�VCSUºoU¶Q °Çâ ¹»Q °�æ »�Q^ç¶Q ·bâ ´�U ° V�Q · ä»S¼»�Q�R�V Ã�·

«�¥
0 = (∆f1 − φ1

β

∂

∂φ1
β

∆f1)− (∆f2 − φ2
β

∂

∂φ2
β

∆f2)

0 = (δf1 + (1− φ1
β)

∂

∂φ1
β

)∆f1 − (∆f2 + (1− φ2
β)

∂

∂φ2
β

∆f2)

*e¥¦«�¹�®r¢e£[¯c¬�%)£�¥¦£�­�°�£¶«�¤	®¦¢e£�½r£¶®zº�«!£3òFáK³4®r¬E«�­K½�º�£x��­�¯
∂∆f1

∂φ1
β

=
∂∆f2

∂φ2
β³´­K¯±¢e£�­�°�£[®¦¢e£Ú½r§E«�¿,£�«´¤H®¦¢e£[¤�¥¦£�£T£�­e£�¥réF¨#¢K³�½�®¦«�ó,£[®¦¢e£Ú½¦³´¹!£=¤�«F¥�ó,«´®¦¢�¿e¢�³F½g£3½� 9 ­�½r£�¥r®r¬E­eé!¬©­7®¦«T®¦¢e£¾��¥²½z®�£3òFáK³4®r¬E«�­#®r¢�£�­±é�¬Eø�£3½

∆f1 −∆f2 = (φ1
β − φ2

β)∆f ′

º�¢e¬ã°²¢�½r¢e«4ºo½T®r¢K³4®ê®r¢�£�°Ì«�­K°Ì£�­7®¦¥¦³´®r¬E«�­�½T«´¤¶®r¢e£x®zº»«C¿e¢�³�½r£�½ê°�³´­�óK£x¤�«Fáe­�¯�ó�¨y®r¢e£
º»£�§E§©¼�­e«4º�­»ºg°�«�¹!¹!«�­#®¦³´­�é�£�­7®½¼�°Ì«F­�½g®r¥¦á�°Ð®¦¬©«F­

*6¬©éFáe¥r£=ÃFÆN�H°Ì«F¹Ú¹!«F­�®²³´­eéF£�­7®o°Ì«�­K½z®¦¥rá�°Ì®r¬E«�­

φ
β
1

φ
β

2

¡�¢e£3½g£»½g«�°�³�§©§E£�¯�óe¬©­�«�¯�³´§�¿K«F¬©­7®²½	éF¬©øF£0®¦¢e£�óK«F¥¦¯c£�¥m®¦«q®¦¢e£�½z®²³´óe§E£»«�­e£�È'¿e¢K³�½r£Þ¥¦£�é�¬E«�­m &»£Ì®zº»£�£�­�½r¿e¬E­e«c¯e³´§7³´­�¯¶óe¬E­e«c¯e³�§´®r¢�£Þ½g¨c½g®r£�¹<¬ã½s¹!£Ì®²³�½g®¦³´ó�§©£F  9 ®m¬ã½m½g®¦³�óe§©£0³�éF³�¬©­�½g®m½r¹!³�§©§g�á�°Ì®rá�³´®r¬E«�­�½!½r¬©­K°Ì£#®r¢e£±°Ìáe¥¦ø4³4®¦áe¥r£x«´¤q®r¢e£#¤�¥r£�£#£�­e£�¥¦é�¨C¬ã½Ú¿K«7½g¬©®r¬Eø�£F  9 ®Ú¬ã½®«�¢e«4º»£�ø�£�¥
¬E­�½z®²³´óe§E£=³´é7³´¬E­�½z®�§ã³´¥¦é�£�¥»½¦°�³�§©£xg�á�°Ì®rá�³´®r¬E«�­�½� 

*6¬Eé�áe¥¦£�ÃeO	�
¿e¢K³�½r£�¯e¬E³�é�¥²³´¹

¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾�¾

¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿�¿

À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�ÀÀ�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À�À

Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á�Á

T

φ
β

stable
two−phase

spinodal binodal

stable one−phase

meta
stable

meta
stable


