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Wir untersuchen die Struktur der Casimiroperatoren inhomogener Lie-
Algebren g = s T421L1 in bezug auf die Variablen des Radikals. Es wird die
Existenz einer Erweiterung gezeigt, dessen Invarianten als rationale Funk-
tionen der Casimiroperatoren von g darstellbar sind. Spezifisch wird be-
wiesen, daR die Casimiroperatoren der inhomogenen Lie-Algebren s T4dL;
homogene Polynome in den Translationsvariablen sind. Daraus folgt ein
Unabhéngigkeitskriterium fur Casimiroperatoren inhomogener Algebren.
Als weitere Anwendung wird gezeigt, dal8 die Invarianten der inhomogenen
Weyl-Algebra W (p, q) der Feldtheorie als einfache Quotienten der Casimir-
operatoren von Iso(p, ) gewahlt werden konnen.

PACS numbers: 02.20.Sv

1. Einleitung

Inhomogene Lie-Algebren spielen in der Physik eine besondere Rolle,
da sie genau die Verknupfung von inneren und &ulReren Symmetrien eines
Systems wiedergeben. In der Regel handelt es sich um semidirekte Pro-
dukte von halbeinfachen und abelschen Lie-Algebren, wobei die Elemente
des Radikals® als Translationen interpretiert werden. Das Interesse an in-
homogene Gruppen ist hauptsachlich auf die Suche von “verallgemeinerten

Ebiese Arbeit wiirde gefordert durch das Forschungsprojekt MCM2006-09152 des Min-
isterio de Educacion y Ciencia.
1 Jede Lie-Algebra besitzt ein maximales auflosbares Ideal, Radikal gennant.
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Poincaré-Gruppen” zurickzufuhren [1], wie die inhomogene Algebra [s((6, R)
im Zusammenhang mit der relativistischen Verallgemeinerung der Symme-
triegruppe SU(6). Die Anwendung inhomogener Strukturen ist seitdem auf
etliche andere Modelle der Elementarteilchenphysik und verwandte Gebi-
ete erweitert worden [2]. Es hat sich aber gezeigt, dak man oft mit inho-
mogenen Gruppen und Algebren nicht auskommt, so wie zum Beispiel in
der konformen Feldtheorie [3,4]. Die als Eichgruppen in Frage kommenden
Strukturen sind im allgemeinen mit Erweiterungen von inhomogenen Alge-
bren verbunden, die durch Einfuhrung eines Dilatationsoperators gewonnen
werden. Dabei ist es wichtig, die invarianten Operatoren der Erweiterun-
gen mdoglichst als Funktion der schon bekannten Operatoren zu gewinnen.
Besonders wichtig ist die Bestimmung der Casimir-Invarianten solcher Al-
gebren. Obwohl fir den allgemeinen Fall keine einheitlichen Formeln gefun-
den werden konnen, sind fur wichtige Gruppen und Algebren, meistens in
niedriger Dimension, diese Invarianten und Beziehungen schon untersucht
worden?.

In dieser Arbeit erhalten wir einige wichtige Eigenschaften der Casimir-
operatoren von Lie-Algebren mit der Levi-Zerlegung g = s L4dL,, wobei s
halbeinfach ist und A eine Darstellung, die nicht die triviale Darstellung Dy
von s enthélt. Diese Klasse von Algebren entspricht der allgemeinen Form
von inhomogenen Lie-Algebren [5]. Insbesondere wird gezeigt, dal solche
Algebren immer auf nicht trivialer Weise erweitert werden kénnen. Weiter
wird gezeigt, dal die Invarianten dieser Erweiterungen immer Funktionen
der Casimiroperatoren der inhomogenen Algebra g sind. Im dritten Ab-
schnitt wird bewiesen, daf jeder Casimiroperator einer inhomogenen Algebra
s L4, mit obiger Levi-Zerlegung ein homogenes Polynom in den Trans-
lationsvariablen ist®. Das bedeutet, daB jede Invariante der Erweiterung
eine rationale Funktion der Casimiroperatoren von g ist. Diese Eigenschaft
war bis jetzt nur fur bestimmte Algebren in niedriger Dimension bewiesen
worden.

Als Anwendung werden die (rationalen) Invarianten der inhomogenen
Weyl-Algebra W (p, q) explizit erhalten. In der Arbeit [7] wurde die Zahl
der Invarianten bestimmt, und es wurde ebenfalls gezeigt, dal3 die Casimir-
operatoren der inhomogenen Algebra Iso(p, ¢) Halb-Invarianten von W (p, q)
sind. Mit Hilfe einer Determinantenformel zeigen wir, dal die Casimiroper-
atoren von Iso(p,q) in den Translationsvariablen denselben Homogenitéts-
grad haben. Insbesondere folgt daraus, daf die invarianten Funktionen der
erweiterten Weyl-Algebra einfach durch Quotienten der Casimiroperatoren
der inhomogenen pseudo-orthogonalen Lie-Algebra Iso(p,q) erhalten wer-

2 Fur eine Ubersicht sei z.B [5,6] empfohlen.
3 Da das Radikal abelsch ist, werden diese Elemente im folgenden als Translationen
bezeichnet.
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den. Damit wird das in [7] angedeutete Problem der Homogenitatsgrade in
geschlossener Form gelost.

Jede Lie-Algebra in dieser Arbeit ist von endlicher Dimension Uber K =
R, C. Abelsche Lie-Algebren der Dimension n werden mit nL; bezeichnet.

2. Allgemeines. Invariantenformel

Sei g eine Lie-Algebraund B = {X1, ..., Xn} eine gegebene Basis. Durch
das Symbol g™ird der duale Raum bezeichnet, und weiter sei C* (g5 der
Raum analytischer Funktionen tber g™~ Mit Hilfe dieser Objekte I&Rt sich
die Lie-Algebra g durch folgende DiLerentialoperatoren realisieren [8]:

ELcknl | 1sisn, 1)
Oxj
I I -
wobei Ci'j der Strukturtensor auf der gegebenen Basis istund {z1,...,zn}

die kommutierenden Variablen aus g-’die dual zu den Basiselementen aus
B sind. Eine analytische Funktion F aus g™heiRt Invariante der koad-
jungierten Darstellung von g, wenn folgendes System von partiellen DiLerk
entialgleichungen erfullt ist:

0
@(xlw B axn) = Cl‘jxk%}?

(1,...,2n) =0, 1<i<n. 2)
Polynomiale Ldsungen von (2) entsprechen nach Symmetriesierung der
Komponenten den klassischen Casimiroperatoren. Der analytische Ansatz
ist aber allgemeiner, da rationale und elementare Funktionen als Losungen
erscheinen kénnen, die im Rahmen der einhillenden Algebren keine Inter-
pretation haben [5]. Die Anzahl N (g) der funktional unabhangigen Funktio-
nen, die das System erfullen, ist weiter aus einfachen analytischen Methoden
herzuleiten, und ist gegeben durch:
1
N (g) = dim g — rank C’i'} Tk 3

wobei A(g) = (CKxy) die Kommutatorenmatrix ist. Diese Formel ergibt
ebenfalls eine obere Schranke fur die Anzahl der Casimiroperatoren (sofern
diese existieren)*. Eine aquivalente Formulierung kann man mit Hilfe von
Di [erkntialformen gewinnen. Wird auf g=der Operator d wie folgt definiert,

dw (Xi, Xj) = —Cfw (Xk), w gt 4

4 Fiir Lie-Algebren einer algebraischen Gruppe kann man zeigen, daR obige Formel die
Anzahl der Casimiroperatoren ergibt [9].
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so laBt sich die Algebra als System von 2-Formen
dwg =—CEwi [, 1<i<j<dim(g), (5)

schreiben, die Maurer—Cartan-Gleichungen vo eilen. Weiter sei L(g) =
R{dwi},<i<dimg der lineare Unteﬁ&um yop e der von den 2-Formen

dwi erzeugt wird. Ist w = a'dwi o' ein generisches Element in L(g),
so gibt es genau ein jy (w) [N, so dal

oy ol
wB80, w=0. (6)

Daraus folgt, dafl r (w) = 2jy (w) der Rang der 2-Form w ist. Sei

jo (9) = max {jo (w) |w [TXg)} - ()

Die Zahl j, (g) ist eine numerische Invariante der Isomorphieklasse von g [10],
womit sich Formel (3) als

N (g) = dim g — 2o (g) (8)

umschreiben laRt.

Es hat sich gezeigt, dal fur bestimmte Gruppen (z.B. Borelsche Unter-
Algebren halbeinfacher Lie-Algebren oder auflésbare Lie-Algebren) der Be-
gri Lder Invarianten nicht ausreicht. Es ist daher zweckmaRig, eine schwache-
re Definition von Invarianz einzufiihren [11]:

Definition 1 Eine analytische Funktion F(zy,...,zn) aus g—heilt Halb-
Invariante der Lie-Algebra g, wenn das System

X =\ F, N (R, 1<i<n 9)
fur alle Erzeugenden erfullt ist.

Halb-Invarianten sind, in gewisser Hinsicht, mit der Methode der Charak-
teristiken der Di Lerkntialgleichungen verbunden.

Lemma 1 Sei ¥ o!CEzy52- ein Dilerentialoperator aus der Realisie-
rung (1), und Fy, F, A gd)j analytische Funktionen, fir die die Gle-

ichungen
X)) = Fy, X3 = MF (10)

gelten. Dann ist die rationale Funktion F2F; ™ eine Losung der Di [eren-

tialgleichung
X =o. (11)
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Beweis. Fir jede Variable xj ergibt sich die partielle Ableitung

. 11 5
i Flep~™ . phep—M ﬁ 23! _ ﬁ 2
orj L2 L2 F Ox s Ox

(12)

Einsetzen in die Di[lerkentialgleichung (11) ergibt
] ] . ] L]
_ _ A OFy A\ OF:
)glFl}\zFQ A = « CkIL‘k F)\ZFQ M _2 l -2 2

1
o OF
= M FPTIEM o O g Jl
1 1
OF,

—MFREMTY ol O o
Lj

= MFNTUEM (NP = MERFTNT (A F) =0.

[ ]

Daraus folgt, daR rationale Funktionen von Casimiroperatoren dazu di-
enen kdnnen, um Invarianten von bestimmten Erweiterungen berechnen zu
konnen. Dieser Ansatz ist typisch fur die Bestimmung von Invarianten au-
flosbarer Lie-Algebren [12].

3. Erweiterungen inhomogener Lie-Algebren

Sei s eine halbeinfache Lie-Algebra und A eine Darstellung von s, die
keine Kopie der trivialen Darstellung enthélt. Damit ist versichert, dai
die Algebra g mit der Levi-Zerlegung s T_4(Him A)L; perfekt ist, d.h., die
Bedingung g = [g, g] erfullt. Solche Lie-Algebren besitzen immer eine In-
variantenbasis, die von Casimiroperatoren erzeugt wird [9]. Ein wichtiges
Problem dieser Algebren ist, diejenigen zu Kklassifizieren, die als Kontraktion
einer halbeinfachen Lie-Algebra stammen [13]. Solche inhomogenen Alge-
bren haben eine wichtige Eigenschaft, namlich, daB sie alle auf bestimmte
Art erweitert werden kdnnen.

Lemma 2 Seig= Emﬂlm/\ L,. Dann existiert eine Abbildung f: g -
derart, dal flS = 0, fl dim A)L; — Id(dlmA)Ll und f[X Y] [f(X) Y]
[X, f£(Y)] erfullt sind?®.

Der Beweis ist trivial und folgt sofort aus der Jacobi-Gleichung. Eine
direkte Folge dieser Eigenschaft ist die Existenz einer Erweiterung § von g
derart, dafl [§,§] 3 g gilt. Die geometrische und physikalische Interpretation

5 In anderen Worten, f ist eine Derivation der Lie-Algebra g. Siehe [5].
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dieser Erweiterung ist, da man der Lie-Algebra einen Dilatationsoperator
hinzufigt, der nur auf dem Translationsraum agiert, und damit die innere
Symmetrie invariant l1aRt.

Lemma 3 Fur die Erweiterung ggilt N (§)3= N (g) — 1.

Beweis. Sei {wi,...,wn,01,...,0m,0} eine Basis von §-tdie zur Basis
{X1,...,Xn,Y1,..., Y, Z} dual ist. Sind {dwy, do} die Maurer-Cartan-
Gleichungen (5) von g, so sind jene der Erweiterung einfach

ddyd= dwy, l1<sk=n,
do 1= dox+ox [pl 1=<=k=m,
dd = 0. (13)

Insbesondere beachte man, dal wir aufgrund der Bedingung g = [g, g] fur

jedes 1 < k < m auch doy 8 0 erhalten. Sei p = 5 (dimg— Nl:ﬁg_ﬁ) = jo (g).
gibt es eine 2-Form n = a'dw; + bldoj Il (g) mit *n 2 0 und
n=0. In L (§)Wird die 2-Form

#=2 a'diF VdegE a'dwi + Y doj + o) LA 14)
I=1
gewdhlt. Durch Induktion kann man leicht zeigen, daf fur jedes ¢ = 1 die
Identitat ) 1 1
| 1 1 ] IT—1 T 1
= n+gq n 1 o 4] (15)
I=1
gultig ist. Speziell folgt fir g =p+1
L1 C 1 1 1
P 1 T 1
= (p+1) n 1 o A BO, (16)
I=1
womit
N ()3=dimg+1—2(jo(g) +1) =N (g) —1 17
folgt. m

Proposition 1 Sei § dine Lie-Algebra und g eine Unterlagebra der Kodi-
mension Eins, so daB die Identitat N (§) = N(g) — 1 gultig ist. Dann ist
jede Invariante von § ebenfalls eine Invariante der Unteralgebra g. Speziell
gibt es ein Element X [g] so daB

oc _
or
fur jede Invariante C von g gilt .

0 (18)
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Beweis. Aus der Theorie induzierter Darstellungen folgt, daf fir die
Reduktioneskette g <~ & neben den Invarianten von § und g genau

n = 3 (dim§=3 N (§3- dimg— N(g)) + "
= (1-N(g) +1"=0

weitere Operatoren® in der einhiillenden Algebra von §étig sind, um die
Multiplizitaten der induzierten Darstellungen zu unterscheiden, wobei {"die
Anzahl der Invarianten von §i3t, die nur von den Erzeugenden der Unter-
algebra g abhéngen. Da obige Ungleichung "= N (g) — 1 impliziert, ist [
in der Tat maximal, so daf jede Invariante von § olur von den Erzeugenden
der Unteralgebra g abhangt. Daher existiert ein nicht-verschwindendes El-
ement X [§l Wwelches nicht zur Unteralgebra gehért, und fiir welches die
Bedingung

oc

or
fur jede Invariante C von g erfullt wird. m

Aus diesem Satz erhalten wir als Folge, daB sich die Invarianten dieser

Art von Erweiterungen einfach aus Funktionen der Casimiroperatoren der
inhomogenen Lie-Algebren s T 4L, ergeben. Wir wollen noch die préazise
Form dieser Funktionen bestimmen. Folgender Satz beinhaltet eine wichtige
Eigenschaft von Lie-Algebren g = 5:I’_,TFCHim/\)L1 mit abelschem Radikal
und einer Darstellung A, die nicht die triviale Darstellung enthalt.

0 (19)

Satz 1 Sei g = 5:IICHim/\)L1. Dann ist jeder Casimiroperator C von g
ein homogenes Polynom in den Variablen des Radikals (dim A)L;.

Beweis. Wir beweisen die Aussage mit Hilfe von Kontraktionen von
Lie-Algebren und Invarianten [14]. Wir definieren folgenden Isomorphismus
frg-@

1
fls=1ds, fl,(dimap, = ;Id(dimA)Ll'
Es 1aBt sich sofort nachweisen, daR die Transformation f die Klammer von
g fur jedes t erhalt. Speziell ist

dm fHF (20, f (%)) = 21, 22) T4, 2> Tl (20)

% Diese Operatoren werden auch Untergruppenskalare gennant, da sie nur mit den
Erzeugenden der Untergruppe kommutieren. Solche Operatoren wurden zuerst von
G. Racah in der Spektroskopie erkannt [8].
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Anders ausgedrickt, ist die von f erzeugte Kontraktion von Lie-Algebren
trivial’. Sei nun C ein Casimiroperator der Ordnung p von g. Explizit laRt
sich diese Invariante als

C(Z1,...  Zn) = MW7 ... Zi,

in den Erzeugenden von g schreiben. Auf der transformierten Basis erhalten
wir dann

C(f(Z1),- s [(Zn)) = tha T T alilo z, 7 (21)
wobei 1
— 1, falls Zj, C{dimA) Ly,
"0, falls Zi, Csl
gilt. Sei ] o .
M =max nj +-+nj, | o880 . (22)

M ist damit die maximale Ordnung von C als Polynom in der Transla-
tionsvariablen betrachtet. Wir definieren nun den Grenzwert
CD_ li —M _ r 1 i1...0 . .
_tixgot C(f(Z1)y...,f(Zn)) = at Pz Ziy . (23)
Niy ++Njp=M

Es folgt unmittelbar, daB C"eine Invariante der kontrahierten Lie-Algebra
ist [14,15]. Da aber wegen (20) die Kontraktion trivial ist, und sogar die
Klammer invariant 1aRt, so mul} folgende Identitéat gelten:

c"=C.

D.h., der Casimiroperator bleibt ebenfalls erhalten. Das bedeutet, dal C
ein homogenes Polynom der Ordnung deg 4 C' in den Variablen des Radikals
sein muB, wodurch die Behauptung bewiesen ist. m

Dieses Ergebnis verallgemeinert die von Rosen in [16] benuzte Expansion-
smethode auf willkirliche inhomogene Lie-Algebren. Weiter bemerken wir,
daR die Aussage im allgemeinen falsch ist, wenn das Radikal nicht-abelsch
ist oder A die triviale Darstellung Dy von s enthélt.

7 Wir erinnern kurz an die Definition von Kontraktion. Sei & € End(g) eine
Menge von linearen Isomorphismen, wobei t € N. FiUr jedes Paar X,Y € g
definieren wir [X,Y ], = [@(X), ®(Y)]. Dann ist [X,Y], die Klammer der
Lie-Algebra auf der transformierten Basis. Existiert der Grenzwert [X,Y]_ :=
lime_ oo &7 1 [Pe(X), Pe(Y )] fur alle X,Y € g, so ergibt sich eine Lie-Algebra g~
die Kontraktion von g heit. Sind g und g“nicht-isomorph, so heift die Kontraktion
nicht-trivial.
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Korollar 1 Fir jeden Casimiroperator C' von g = 5:I’_,TFCHim/\)L1 gilt die
Ungleichung deg, C' = 1.

Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Struktur des Systems von
partiellen Di[erentialgleichungen (2). Wére namlich deg, C' = 0, so wirde
der Operator nur von den Erzeugenden der Levi-Unteralgebra abhangen, und
da mult 4Dy = 0 ist, kann es keine Ldsung von (2) sein. Ist im Gegensatz
deg, C = deg C, so héangt C nur von den Variablen des Radikals ab. Diese
Pathologie ist typisch fur Darstellungen sehr hoher Dimension [17].

Lemma 4 Sei g = 5ﬁlﬁm/\)L1 und & die Erweiterung von g durch die
Derivation f aus Lemma 2. Dann ist jeder Casimiroperator von g eine
Halb-Invariante von §.1Inshesondere besitzt § Keine klassischen Casimir-
Operatoren.

Beweis. Sei {X1,...,Xn,Y1,...,Ym,Z} eine Basis von § Iso dal
{X1,...,Xn}eine Basisvons, {Y1,..., Y} eine Basis des abelschen Radikals
(dimA\) Ly und Z die Erweiterungserzeugende ist. Ist C ein Casimiroperator
der Ordnung d, so folgt aus dem System von Di Lerkntialgleichungen (2) die
Gleichung fur die Erweiterungserzeugende:

oy =
- 1
o1 O
Da weiter C wegen Satz 1 in den Variablen {y1,...,ym} homogen der Ord-

nung deg, C' ist, erhalten wir nach dem Eulerschen Satz

yj a = (deg/l C) C7
g O

und daher ist C eine Halb-Invariante von § Weiter folgt aus Lemma 1, daf}
die rationalen Funktionen
F,IJ _ Ci—degA Cj deegACi

eine Basis von Invarianten von § Bilden. Da weiter wegen Korollar 1 fur
jeden Casimiroperator C' der erweiterten Algebra deg, C = 1 gilt, kann es
keine polynomiale Invarianten von § geben. m

Zum SchluB sei noch bemerkt, daR diese Ergebnisse fiir die Untersuchung
der Unabhéngigkeit von kontrahierten Casimiroperatoren und -Invarianten
ebenfalls von Interesse sind [15], da sie erlauben, neben der Ordnung des
Operators noch eine den Homogenitéatsgrad in den Translationsvariablen als
zweite numerische Kennzahl einzufiihren.
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Proposition 2 Sei s eine einfache Lie-Algebra und s [sil4dL; eine
Kontraktion. Sind Cy,Cy zwei Casimiroperatoren von s, so sind die kon-
trahierten Invarianten C) C5 unabhangig, wenn die Gleichung

deg{Yl ----- Yn} CkD: mo, k = 1, 2,
gilt, wobei {Y7,..., Yy} eine Basis von nL; ist.

Beweis.  Sei {Xi,...,Xr,Y7,...,Y} eine Basis von s, so dal
{X1,..., X} die Unteralgebra s"”erzeugt und {Yi,...,Yn} eine Basis von
nLq ist. Auf dieser Basis kénnen die Casimiroperatoren wie folgt geschrieben

werden:
Ch = Dk, Cy = Dok,

k=1 k=1

wobei ®; k jeweils ein homogenes Polynom der Ordnung £ in den Variablen

{Y1,...,Yn}ist. Die Kontraktion s [s2L 4L, ist durch die Endomorphis-
men

F(X)=Xi, 1=isr,

F(Yj)=1Yj, 1<j<n

definiert. Werden die Invarianten auf der transformierten Basis geschrieben,
und betrachten wir den Grenzwert nach ¢, so ergeben sich Invarianten der
Kontraktion s“T_4L; als [15]:

o= Jim t%ci = Oim;, i=12.
Da nach Voraussetzung m; = mo = mg ist und deg C7 B deg Cs gilt (wegen
Einfachheit von s), so sind C'und C5funktional unabhéngig. m
Aus diesem Satz ergibt sich ein weiteres interessantes Problem, namlich
die Bestimmung der Homogenitéatsgrade der Casimiroperatoren inhomogener
Lie-Algebren, die man als Kontraktion einer halbeinfachen Algebra erhalt.

4. Casimiroperatoren von Iso(p, q) und Invarianten
der inhomogenen Weyl-Algebra W (p, q)

In diesem Absatz zeigen wir, da man die Invarianten der inhomogenen
Weyl-Algebra als Quotient von Casimiroperatoren der inhomogenen pseudo-
orthogonalen Lie-Algebra erhalten kann. Damit ist die in [7] unbeantwortete
Frage des Homogenitéatsgrades der Invarianten gelost. Zu diesem Zweck
entwickeln wir, als Anwendung obiger Ergebnisse tber allgemeine inhomo-
gene Algebren, eine zum Satz von Gel'fand [18] analoge Aussage fir die
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Lie-Algebra Iso(p, q). Wie bekannt besteht diese aus 1 N (N + 1) schiefsym-
metrischen Erzeugenden £y, = —E\,, P, die folgende Kommutationsregeln
erfallen:

[Euw E)\o] = gunEve + gpo Eav — guaEpe — gvo Eap
[Ew, Pol = gupPy — gup P,

wobei
g=diag(1,...,1,—1,...,—1) .

die Diagonalmatrix der Pseudometrik darstellt und N = p + ¢ ist. Aus
yegschigdgnen Arbeiten (siehe z.B. [7,20]) ist bekannt, dalt N (Iso (p,q)) =

%“ gilt. Wird die in [16] zum ersten mal beobachtete Kontraktion

so(p,q+1) [Isd(p,q) im Zusammenhang mit dem Grenzwert von Casimir-
operatoren benutzt, so kann man die Invarianten der Kontraktion aus denen
der orthogonalen Algebra so(p, g + 1) erhalten. Folgende Proposition ist ein
Spezialfall der Kontraktionsmethode von Casimiroperatoren einfacher Lie-
Algebren mittels Determinantenformeln, die in der Arbeit [19] entwickelt
wurde, aus dessen Grund wir hier auf einen detaillierten Beweis verzichten.

Proposition 3 Ein maximales System unabhdngiger unsymmetrisierter
Casimiroperatoren der Lie-Algebra Iso(p,q) ist durch die Koe [ziehten Cy
des charakteristischen Polynoms P(T')

P(T) :=|Apq —Tldn| + T EAp,q)(N+1,N+1) - TIdN—lEl (24)

gegeben, wobei
1 1
0 .. —gjjerj .-~ —gnNeiN  piT
hidil 0 —IgNNEj,N iT
Apq = ng : g : j Dj (25)
eLNg1l -+ Gjjej,N .- 0 pNT
—p1911 —PjYij —PNYNN 0

und (Ap,q)n+1,n+1) die Untermatrix N-ter Ordnung ist, die durch streichen
der letzten Spalte und Reihe aus Ap 4 entsteht.

Die inhomogene Weyl-Algebra W (p, q), im Rahmen der Feldtheorie als
Verallgemeinerung der Poincaré-Algebren eingefihrt, ist nicht weiteres als
eine Erweiterung der Algebra Iso(p,q), wie sie im Abschnitt 3 besprochen
wurden. Daher sind die Kommutatoren von W (p, q) jene von Iso(p,q), zu
denen noch die Klammer
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hinzugeftgt wird. Der Dilatationsoperator D kommutiert also mit der Levi-
Unteralgebra. Wegen Satz 1 erhalten wir also fur jeden Casimiroperator Cj
von Iso(p, q) die Beziehung

(D, Ci] = AiCi,

wobei hier \j die Ordnung von Cj als homogenes Polynom in der Variablen
P, bezeichnet. Insbesondere gilt fiir jeden Casimiroperator von Iso(p, q) die
Gleichung

OF
o~
Aus Lemma 1 folgt dann, daf die rationalen Ausdriicke Ci)‘j Oj_Ai die
Gleichung
| By |
bk = Pig, = 0. (26)
1

i=1

erfullen, und damit die Invarianten der Weylschen Algebra W (p, q) ergeben.
Wegen Lemma 3 gilt weiter

1
ptqg—1

N (W (p,q)) = 5

@7)

Um die Invarianten der Lie-Algebra W (p,q) in geschlossener Form an-
geben zu kénnen, mussen wir fur jede Signatur (p, ¢) die Homogenitétsgrade
Aj berechnen. Da bis jetzt keine geschlossene Formel fir die Invarianten
der pseudo-orthogonalen Algebren vorlag, konnten die Zahlen )\ bis auf die
einfachsten Falle nicht bestimmt werden. Mit Hilfe der Determinantenformel
(24) zeigen wir nun, dal die Aj nicht von der Dimension und der Ordnung
der Casimiroperatoren abhangen, sondern fir alle Falle konstant sind.

Proposition 4 Fir jeden Casimiroperator Cj von Iso(p,q) gilt \j = 2.

Beweis. Nach obiger Konstruktion der Casimiroperatoren, gendgt es zu
zeigen, dal fur alle 1 <4, j,k < N die dritte Ableitung von P(T") nach den
Translationsvariablen verschwindet, d.h.,

83
——  p(T
OpiOpj Opk

Aus Formel (24) ergibt sich

P(T) = |Ap’q - TIle + T EAp’q)(NJ’_I,NJ'_l) - TIdN_la.
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Da die Determinante EAp,q)(NH,NH) — Tldn—-1 aluf der rechten Seite nicht
von den Variablen p; abhangt, erhalten wir die Gleichung

OP(T) 0
Opi

=T

€1j911

ENEEEEEEEEN

—P1911

1,Ng11 - --

—gjjeij ---

T

93j€i.N
RZE

—gnNerN piT

—gnNej N P T
=T

“PNYINN

pNT
=T

LITTITTTTTT1]

(28)

Reduzieren wir jetzt die Spalten der Matrix Apq — T'1dn mit Hilfe der
elementaren Matrizenoperationen, so konnen wir dieser Ergebnis in folgender

Weise umschreiben:

oP(T) _
Opi

[LITTITTTTT]

€1j911

LRITTITTTITT]

—P1911

1,Ng11 - --

0
—0ij i

—gjjelj ---

T

93j€i.N
~PjYij

—gnNerN piT

—gnNej N P T
=T

“PNINN

LITTTTTTTTT]

pNT
=T
—gnNeNn O
—gnNej N Gij T
=T 0
—pNgNN O

LITTITTTITTT1]

Wird diese Funktion erneut nach der Variablen py diLerenziert, so ergibt

sich der Ausdruck

0?P(T)
OpiOpxk

Q
LLITTITTTIT1]
)
=
=
o
=

J11€1j
Ipk :

CLITTITTTTT]

—P1911

J11€1,N - --

—0ij gjj

91i€i.N
~PjYij

—gnNe,N P T
—gnNej N P T

pNT
=T

=T
“PNYNN

—gnneNn 0

—gnNej N Oij T

LITTTTTTITTIT]
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% =T ... 0 ... —gnen ... —gnnerN O %
éeﬁgll 0 —'T _gN[;jej’N 0 é
=2 éﬁlén 0 Qll'ekl _QN;\IGIN 5k;T§
%’1,[\;911 0 g||é|N —'T 0 E
—p1g11 —0ijgjj --- —Pgn --- —PNgNN O

Entwickeln wir nun diese Determinante nach der j-schen und letzten Spalte,
so ergibt sich der Ausdruck

=T —4gl el —GgNNE1,N
O*P(T) : : :
= 2(5'kT €1j911 =T —GgNNEj,N
Ipidpx ' ) : L
€1,NJ11 JgieIN =T

Daraus folgt, daf die Funktion ap‘?—;ka (T") nicht mehr von der Variablen
pi abhangt. Daher folgt unmittelbar

3P (T) B
IpiOpkOpm
und der Homogenitatsgrad aller Casimiroperatoren ist gleich zwei. =

Korollar 2 Eine Basis von rationalen Invarianten der inhomogenen Weyl-
Algebra W (p, q) ist durch die Quotienten F; = Cinl der Casimiroperatoren
aus (24) gegeben.

Als Beispiel betrachten wir die 11-dimensionale inhomogene Weyl-Alge-
bra W (1, 3), die von besonderer Wichtigkeit ist, da sie der konformen Grav-
itationstheorie von Weyl unterliegt [3]. Obwohl sich in diesem Falle die In-
variante der Weyl-Algebra leicht aus den klassischen Methoden ergibt, liefert
obige Formel einen praktischen Ausdruck. Die Invarianten der inhomogenen
Algebren Iso(1,3) ergeben sich aus der Determinantenformel (24) als:

2
1 = GupPu
p=1
L 1
Cy = —2 Gupgvv Gop (€pvpPuPy Eppup +Eppy PuPppy Evp +EvpuPy PpeupCyp)
p<v<p

L1 1

2 2
+ Juu9vv Epy L1 9ppPp |7:|
p<v [SI=TRY}
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wobei g = diag(1,1,1,—1) ist. Die rationale Invariante der Erweiterung ist
damit C = C,C7'. Es ist zu beachten, daf C, als Funktion der Transla-
tionsvariablen p;, den Homogenitéatsgrad Null hat.

Schlubemerkungen

Wir haben bewiesen, daR die Casimiroperatoren einer inhomogenen Lie-
Algebra g = s Ladl, homogene Polynome in den Translationsvariablen
sind, sofern die Darstellung A keine Kopien der trivialen Darstellung von s
besitzt. Aus der Existenz einer Derivation, die als Identitat auf dem Radikal
agiert, ergibt sich eine Erweiterung von g mit der Eigenschaft, dafll jeder
Casimiroperator von g eine Halb-Invariante ist. Diese Art von Erweiterun-
gen sind fur Verallgemeinerung der Eichtheorien von Interesse, da die In-
formation der erweiterten Algebra stets in Form von rationalen Funktionen
erhalten bleibt. Mit Hilfe dieser Tatsache konnten wir weiter ein Kriterium
fur die Unabhangigkeit von kontrahierten Casimiroperatoren erhalten.

Als Anwendung der Methoden haben wir gezeigt, dafl die Casimirop-
eratoren der inhomogenen pseudo-orthogonalen Algebra alle denselben Ho-
mogenitatsgrad in den Variablen des abelschen Radikals haben, wodurch sich
leicht ergibt, daB die rationalen Invarianten der inhomogenen Weyl-Algebra
als Quotienten dieser Operatoren zu erhalten sind.

Aus Satz 1 ergibt sich weiter ein Problem, daB bis jetzt in allgemeiner
Form nur fir inhomogene Algebren mit Levi-Unteralgebra vom Rang Eins
gelost worden ist [17], ndmlich die Bestimmung der Homogenitatsgrade der
Casimiroperatoren. Dies tri [I_besonders fur jene Darstellungen A einer ein-
fachen Lie-Algebra s zu, fir welche die Ungleichung dim A < dim s gilt. Die
genaue Struktur der Casimiroperatoren solcher Algebren ist nicht bestimmt
worden, obwohl diese Operatoren fir die Analyse der Verzweigungsregeln ir-
reduzibler Darstellungen in bezug auf Reduktionsketten s [sdhalbeinfacher
Lie-Algebren von grofRer Wichtigkeit sind [6]. In dieser Hinsicht ware es wiin-
schenswert, uber eine allgemeine Klassifizierung der inhomogenen Algebren
zu verflgen, die sich aus Kontraktionen von einfachen Lie-Algebren ergeben.
Das Problem hangt mit der Klassifierung maximaler halbeinfacher Unteral-
gebren eng zusammen. Ergebnisse in dieser Richtung existieren derzeit nur
bis zur Dimension acht [13].
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