
Wst¦p do �zyki cz¡stek elementarnych

Zestaw 5

1. B¦d¡ca w spoczynku cz¡stka o masie m1 rozpada si¦ na dwie cz¡stki 1 → 2 + 3
o masach m2,3. Prosz¦ wyrazi¢ energie E2,3 cz¡stek powstaªych w wyniku rozpadu
poprzez masy spoczynkowe wszystkich cz¡stek. Wyrazi¢ poprzez masy spoczynkowe
moduªy p¦dów |~p2| oraz |~p3|. Przy rozwi¡zaniu tego zadania powinna pojawi¢ si¦
funkcja

λ(x2, y2, z2) = x4 + y4 + z4 − 2x2y2 − 2x2z2 − 2y2z2.

Znale¹¢ rozkªad λ na iloczyn czynników zawieraj¡cych zmienne x, y, z w pierwszej
pot¦dze.

2. Prosz¦ rozwa»y¢ element przestrzeni fazowej dΦn dla n cz¡stek o czterop¦dach pi i
caªkowitym czterop¦dzie P =

∑n
i=1 pi,

dΦn(P → p1, . . . , pn) =
n∏

i=1

(
d3pi

(2π)32Ei

)
(2π)4δ(4)(P −

n∑
i=1

pi) (1)

a) Prosz¦ znale¹¢ wymiar tak okre±lonej przestrzeni fazowej dla n cz¡stek.

b) Prosz¦ wykaza¢, »e miara obj¦to±ci zde�niowana przez dΦn jest niezmiennicza ze
wzgl¦du na przeksztaªcenia Lorenzta.

c) Prosz¦ pokaza¢, »e element n-cz¡stkowej przestrzeni fazowej mo»na rozfaktory-
zowa¢ na elementy (n− 1)-cz¡stkowej i dwucz¡stkowej przestrzeni fazowej:

dΦn(P → p1, . . . , pn) = C dM2 dΦn−1(P → p12, p3, . . . pn) dΦ2(p12 → p1, p2), (2)

gdzie p12 = p1 + p2, a M
2 = p212. Jaka jest warto±¢ staªej C?

3. Zgodnie ze wzorem podanym na wykªadzie dla rozpadu dwuciaªowego cz¡stki o
czterop¦dzie p1 i masie m1,

Γ1→2+3 =

∫
|Mfi|2

2Ep1

3∏
i=2

(
d3pi

(2π)32Ei

)
(2π)4δ(4)

(
p1 −

3∑
i=2

pi

)
. (3)

Zaªo»y¢, »e cz¡stka 1 jest przed rozpadem w spoczynku p1 = (m1, 0, 0, 0). Zaªo»y¢, »e
element macierzowyMfi jest pewn¡ funkcj¡ skalarn¡, zale»n¡ tylko od czterop¦dów
p1,2,3 (to zaªo»enie jest prawdziwe, je±li w problemie nie ma dodatkowych czterowek-
torów, np. zwi¡zanych z polaryzacj¡ cz¡stek). Wida¢, »e czterop¦d p1 jest staªym
czterowektorem parametryzuj¡cym caªki wykonywane w (3). Dzi¦ki wyst¦puj¡cej
w (3) funkcji δ(4) mo»na ªatwo wykona¢ caªk¦ po d3~p3. Po wykonaniu tego caªko-
wania pozostaje caªkowanie po ~p2 i jednowymiarowa δ-Diraca. Wiadomo jednak, »e
amplituda rozpraszania Mfi jest skalarem lorentzowskim, wi¦c mo»e zale»e¢ tylko
od kwadratu czterop¦dów p21,2 i od ich iloczynu skalarnego p1 ·p2 (dlaczego?), a wi¦c



nie zale»y od k¡tów w ukªadzie spoczynkowym rozpadaj¡cej si¦ cz¡stki (dlaczego?).
Okazuje si¦ wi¦c, »e we wzorze (3) mo»na wykona¢ wszystkie caªki niezale»nie od
dynamiki rz¡dz¡cej amplitud¡ przej±ciaMfi.

Prosz¦ przeprowadzi¢ to rozumowanie ilo±ciowo, wykona¢ caªki i poda¢

ko«cowy wzór na Γ.

4. Podany na wykªadzie wzór na rozpraszanie dwu cz¡stek na dwie cz¡stki: 1+2→ 3+4
ma posta¢

σ1+2→3,4 =
1

4
√

(p1 · p2)2 −m2
1m

2
2

∫ 4∏
i=3

(
d3pi

(2π)32Ei

)
|Mfi|2×

× (2π)4δ4(p1 + p2 − p3 − p4),

gdzie pi to czterop¦dy cz¡stek, a ich masy speªniaj¡ce warunki m2
i = p2i s¡ ustalo-

nymi parametrami. Prosz¦ opisa¢ kinematyk¦ cz¡stek stanu ko«cowego w ukªadzie
±rodka masy, w którym ~p1 + ~p2 = 0. Wykonuj¡c caªkowanie wyra»enia z czte-
rowymiarow¡ delt¡ Diraca δ(4), mo»emy wyeliminowa¢ d3~p4. Korzystaj¡c z tego,
»e amplituda Mfi jest skalarem Lorentza i zaªo»enia, »e zale»y tylko od czterop¦-
dów rozpraszaj¡cych si¦ cz¡stek, prosz¦ wykaza¢, »e w ukªadzie ±rodka masy Mfi

mo»e zale»e¢ od k¡tów opisuj¡cych orientacj¦ wektora ~p3. Dlatego caªkowania po
dΦ2(p1 + p2; p3, p4) nie mo»na wykona¢ nie znaj¡c zale»no±ci Mfi od k¡tów. St¡d
ko«cowy wzór mo»na zapisa¢ jako σ =

∫
dΩ dσ/dΩ, gdzie gdzie dΩ to element caª-

kowania po k¡tach opisuj¡cych orientacj¦ wektora ~p3 w ukªadzie ±rodka masy, a
dσ/dΩ to ró»niczowy przekrój czynny na rozpraszanie.

Prosz¦ wykona¢ caªki, które mo»na wykona¢ ogólnie i wyprowadzi¢ wzór

na ró»niczkowy przekrój czynny dσ/dΩ.

Wskazówka: W zadaniach 3 i 4 wygodnie jest zmieni¢ zmienne w caªce po module

p¦du cz¡stek w stanie ko«cowym p na zmienn¡

u =
√
p2 +m2

2 +
√
p2 +m2

3

lub w przypadku zad.4

u =
√
p2 +m2

3 +
√
p2 +m2

4.


