1 Symetria cechownia

Wszystkie znane nam kwantowe teorie oddzialywan fundamentalnych (elektromagnetycz-
nych, stabych i silnych) sa oparte ma lokalnej symetrii cechowania. W tym rozdziale
pokrétce omowimy gtowne zasady takich teorii.

W mechanice kwantowej funkcja falowa jest dana z doktadnoscig co do fazy. Funkcja
w/

¢(F7 t) — W(ﬁ t) = em@/)(f” t) (1)

opisuje ten sam stan kwantowy co funkcja . Wiaze sie to z tym, ze faza kasuje si¢ w
wyrazeniu na gestos¢ prawdopodobienistwa. W rzeczywistosci nie tylko gestosé prawdopo-
dobienstwa, ale takze elementy macierzowe operatorow, w szczegolnosci operatora energii,
czy hamiltonianu

(WO ) = (Y] eT O™ [) = (Y| O 1)) (2)
nie zmieniaja sie przy takiej transformacji.
Sytuacja zmienia sie, jezeli chcielibdémy rozwazyé faze, ktéra nie jest stala, ale jest
funkcja zalezna od czasu i potozenia

a— o, t) = a(z) (3)

gdzie = jest czterowektorem x = (t,7), gdyz operatory energii F = ihd/0t, czy pedu
p; = —ih d/0x; rdzniczkuja nie tylko funkcje falowa, ale i faze. Czyli

0 () = 9 (¢ P(2)) = €@ [i (Duar(x)) (@) + utbl(w)] # e DO(x).  (4)

Aby utrzymac niezmienniczo$¢ (2) dokonuje sie zmiany defincji operatora pochodnej do-
dajac do niego pewna funkcje wektorowa:

D, = au + Z.QAM@)- (5)
Woéwcezas

D' (z) = ') [0 +igAl (x) + i (Oua(x))] Y(x) = @ Db (). (6)

Ostatnia réwno$é zachodzi wtedy, gdy

gA () = gA,(x) — B,0(). (7)

Funkcja A, jest czteropontencjalem opisujacym pole elektromagnetyczne. Stala g jest
ladunkiem skojarzonym z czastka opisywana funkcja falowa 1. Pojawienie si¢ oddziaty-
wania z polem elektromagnetycznym jest konsekwencja zadania niezmienniczo$ci teorii
ze wzgledu na symetrie cechowania (gauge symmetry), ktora polega na réwnoczesnym
przeksztatceniu funkeji falowej i czteropotencjatu:

Y(z) — V'(z) = e*y(a),
Al (r) = Au(x)—éaua(x). (8)
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Poniewaz faza jest elementem grupy U(1), méwimy tu o symetrii U(1).

Wprowadzenie oddzialywanie z polem elektromagnetycznym wymaga oczywiscie row-
nierz wprowadzenia tensora F),,, z ktoérego mozna wyprowadzi¢ réwnania Maxwella. W
elektrodynamice (teorii abelowej)

F,ul/ = aMAV - al/Au, (9)

(gdzie opuscilismy zaleznosé potencjatow od x). Jak widaé tensor pola jest niezmienniczy
wzgledem (8). Rownania Maxwella w prézni przyjmuja postac

o"F,, =0. (10)

Najprosciej rozwiazac je ustalajac cechowanie
0"A, =0 (11)
(cechowanie Lorentza), gdyz wtedy redukuja sie one do rownan na fale elektromagnetyczna
0"0,A, =0, (12)

ktore rozwiazujemy poprzez transformate Fourier’a:
A(2) = a / d'pe, (p) e P, (13)

Roéwnanie (12) sprowadza si¢ do
0"0,A, = —a/d4p6u(p) e It =0 —  p?=0. (14)

co oznacza, ze foton jest bezmasowy. Latwo przekonac sie, ze aby uzyskac relacje dyspersji
dla czastki masowej p* = m?, réwnanie (10) powinno mie¢ postac

O'F,, + m?A, = 0. (15)

Jednak czlon z masa nie jest niezmienniczy ze wzgledu na transformacje (8). Niezmien-
niczos$¢ wzgledem symetrii cechowania wymusza, ze foton jest bezmasowy.

W roku 1954 Yang i Mills uogolnili symetrie cechowania U(1) na przypadek grupy
SU(2), a w zasadzie na przypadek dowolnej grupy SU(N), gdzie funkcja falowa jest
N —komponentowym wektorem nalezacym do reprezentacji fundamentalnej grupy SU(N):

(@) = o (). (16)

Aby elementy typu (2) byly niezmiennicze przy transformacji (opuszczamy indeksy)

p(x) = (x) = Ulz)i(x), (17)



gdzie U jest unitarng macierza N x N o wyznaczniku 1 (czyli elementem grupy SU(N)
w reprezentacji fundamentalnej), pochodna kowariantna

D, = 0, +igA,(x) (18)
gdzie pole A, () jest macierza, musi transformowac si¢ w nastepujacy sposob

D, = U(z)D,U'(x)
= Ulx) (0 +igA,(2)) Ul(x)

= 0, +igU(x)A,(z)U'(z) + U(x)0,U'(z). (19)
Zauwazmy, ze
0 = QU@ (2) = [0,U(2)] U () + U(2)0,U" (), (20)
| U@)9,U'(2) = — [0,U(@)] U'(x). (21)
Zatem
Oy +igAL(2) = B+ igU () Au(2)U' () — [0,U (2)] U (x), (22)
Ay(@) = U@ ALV (@) + £ DU Vi) (23)

Poniewaz pole A, jest macierzag N x N, mozna go rozlozy¢ w bazie generatorow grupy

SU(N):

N2-1
AN<£L') = Z T, AZ(Z'), (24)
n=1
gdzie
T, = 17'n lub T, = lkn
2 2

odpowiednio dla grupy SU(2) lub SU(3). Widzimy zatem, ze w wyniku zadania nie-
zmienniczosci cechowania wzgledem nieabelowej grupy SU(N) pojawia sig N? — 1 pol
wektorowych.

W przypadku nieabelowym musimy tensor pola zdefiniwaé¢ poprzez pochodne kowa-
riantne

F,, = D,A,—D,A,. (25)

Mozna pokazaé, ze
F, =UF,U (26)

czyli, ze tensor pola transformuje sie tak, ze gwarantuje niezmienniczos¢ elementéw ma-
cierzowych typu (2).



Zmiana definicji tensora pola powoduje zmiany w odpowiednich rownaniach Maxwella
nazywanych réwnaniami Yanga-Millsa. Zauwazmy, ze tensor pola nieabelowego

F, = (0,+igA,)A, —(0,+igA,)A,
= 0,A, —0,A,+iglA, A (27)

zawiera komutator pol A,, co powoduje, zZe réwnania Yanga-Millsa sg nieliniowe. Po-
nadto, poniewaz hamiltonian dla p6l cechowania jest proporcjonalny do kwadratu F*“'F,,
pojawiajg si¢ w nim czlony bedace iloczynem trzech i czterech p6él A,. Oznacza to, ze
w przypadku nieabelowym pola cechowania samoddziatywuja (fotony nie oddziatywuja
ze soba bezposrednio). Thlumaczy sie to, w jezyku diagraméw Feynmana, na sprzeze-
nia trzech i czterech linii odpowiadajacych polom cechowania. Na koniec podkreslmy, ze
argument, ze niezmienniczos¢ wzgledem symetrii cechowania implikuje bezmasowos¢ pol
wektorowych, obowiazuje tez w przypadku teorii nieabelowe;j.

Sa dwie podstawowe réznice, jezeli chodzi o obliczanie amplitud rozpraszania miedzy
QED a teoriami Yanga-Millsa. Po pierwsze sa nowe sprzezenia, o ktérych juz wspomnie-
lisSmy. Maja one podstawowe znaczenie, jezeli chodzi o zachowanie sie obu typéw teorii
w ultrafiolecie (dla wysokich energii). Po drugie, diagramy Feynmana faktoryzuja sie na
czed¢ — nazwijmy to — kinematyczna pomnozona przez czynnik zwiazany z grupa cechowa-
nia, dla grupy SU(3) nazywa sie go czynnikiem kolorowym. Kilka przyktadéw obliczania
czynnikow kolorowych podali$my przy okazji omawiania grupy SU(3) na poczatku wy-

kladu.



Rysunek 1:

four-gluon coupling
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Reguly Feynmana dla teorii Yanga-Millsa. State cq. sa stalymi struktury



2 Renormalizacja

Jedna z podstawowych trudnosci w teorii pola jest pojawianie sie rozbieznosci w tzw. dia-
gramach petlowych. Przyklad diagraméw petlowych modyfikujacych podstawowy wierz-
chotek teorii: fermion-bozon wektorowy, pokazany jest na rysunku 2. Kolorem czarnym
narysowane sg diagramy wspolne dla QED i teorii nieabelowej, kolorem czerwonym dodat-
kowe diagramy, ktore istniejg tylko w teorii nieabelowej. We wszystkich tych diagramach
pojawiaja si¢ petle. Nawet dla ustalonych pedéw zewnetrznych (diagramy pokazane na
rysunku 2 moga by¢ czescia wiekszego diagramu i wtedy moze wystepowaé catka po pe-
dach zewnetrznych) pedy wewnatrz petli nie sa ustalone przez zasady zachowania i trzeba
wykonaé caltke po ,wolnym” czteropedzie d*k. Rozbieznosci, o ktérych tu méwimy, po-
chodza z gornej granicy catkowania i maja charakter logarytmiczny. Ponizej pokazemy
schematycznie, jak sobie z takimi rozbieznosciami poradzi¢, dlatego interesowac¢ nas be-
dzie postac¢ catek dla bardzo duzych k, stad pojawiajaca sie w tych catkach rozbieznosé
z dolnej granicy catkowania jest pozorna, gdyz w tej granicy wyrazenie podcatkowe tak
na prawde nie ma osobliwoéci. Ponadto przyjmiemy, ze ¢ # 0, natomiast kwadraty
czterpedow fermiondéw sa réwne zero.

BN A A

B A
AR

Rysunek 2: Poprawki do wierzchotka fermion-bozon wektorowy. Kolorem czarnym nary-
sowane sg diagramy wspoélne dla QED 1 teorii nieabelowej, kolorem czerwonym dodatkowe
diagramy, ktore istnieja tylko w teorii nieabelowe;j.



Najpierw trzeba dokonaé¢ regularyzacji.

e Obciecie czterowymiarowe (A — o0)

[ A
dk dk
e / - — 71 / - = g3 In A + skoriczone (28)
skonczone
e Regularyzacja wymiarowa (¢ — 0)
°r dk Todk 41 1
2 2 - 2 —e|%® 2 A
p /? N /k‘ 5? = g2~ e I —92- x skonczone (29)
skoriczone

Renormalizacja polega na wepchnieciu nieskoniczonosci do
e stalej sprzezenia,
e mas czastek,

e funkcji falowych.

Jesli tylko skoriczona liczba typow rozbieznosci sie pojawia, ktora sie daje usunaé w
ten sposob, to méwimy, ze teoria jest renormalizowalna.

Nawet jezeli w teorii nie byto stalej wymiarowej (wszystkie masy ktadziemy zero, stala
sprzezenia jest bezwymiarowa), to renormalizacja wprowadza zaleznosé stalej sprzezenia
od pewnej statej wymiarowe;.



Poniewaz w opisywanym problemie mamy tylko jedng zmienng wymiarowa Q? = —¢?,
zregularyzowna calka (28) moze zawieraé¢ jedynie logarytm stosunku Q?/A?%:

2
(suma diagramow z Rys. 2) = gu <1 gr <a In 5\22 ) +.. )

Renormalizacja polega na wciggnieciu nieskoniczonosci do ga:

2
gA:g—aggln—2—|—...
0

Tu g jest liczba

A2 A2 2 2
(suma) = (g—ag?’ln—%—l—...) (1— (g—ag?’ln—g—l—...) <a1n%+...) —l—)

A2 2
=g—ayg ln—o—galnA2
Q2
:g—aggln—2—|—...:g(Q2).
0

Lepiej zapisa¢ to dla statej ¢*:

2 ? g’
Q%) = ¢* — 2a¢" In = 5+ P E—
@)= i 1 + 2ag? ln
Co to jest ¢*?
9 = g*(Q7)

Sprobujemy nieznana wartos¢ g w arbitralnym (acz ustalonym) punkcie Q3 zastapi¢ przez
nowa stala wymiarowa, ktéra oznaczymy Aqcp. Najpierw przepiszmy

I | QQ) 1 n
@~ g (@ ) = g
co daje . |
2Q7) 2a1nQ* = 2(0D) —2aln Q= —2a lnAéCD
co daje )
I 0) 2y L
Q) 2aln Aep REACE 2a1n Ag;

Jest to wzor asymptotyczny. Jego sensownosé zalezy od znaku a. Jezeli a jest ujemne to

wzOr
2

2712 g
9(Q7) = ———F—05
(@) 1+2a921ng—§
0



ma osobliwos$é¢ (biegun Landaua w elektrodynamice), jezeli a jest dodatnie, g(Q?) znika
dla duzych Q?* (asymptotyczna swoboda). Uzywajac (standardowa notacja):

4dm 11 2
(8% 2 = —7 = —C — —"Nn
(@) BolnAzQ—Z Bo 5 Ca—3ny
QCD

gdzie

ny — liczba kwarkéw w diagramie petlowym

C'a — operator Casimira dla grupy SU(IV,)

— 0.25 —

—4— CMS Rggl ratio - HEIlziA
—#— CMS tt prod. —{}— LEP

—&— CMS incl. jet === PETHA .|
—— CMS 3-jetmass —V— SPS 1
—(O— Tevatron |

as(Q

0.20}

U151
0.10|
—_— as(Mz) = 0.1171 3303 (3-jet mass)
0.05 | Bl os(Mz) = 0.1185 + 0.0006 (World average) A
~ 10 100 1000
Q[GeV]

Rysunek 3: Biegnaca stala sprzezenia (CMS-SMP-12-027).

3 Oddzialywania silne, chromodynamika kwantowa (QCD)

Okazuje sie, ze oddzialywania silne oparte sa na teorii Yanga-Millsa dla grupy SU(3).
Podamy teraz argumenty doswiadczalne za wyborem tej witasnie grupy. Niezmienniki
grupy SU(3):

5ab; Eabe
albowiem:

UtU =1 = U0y Usq = aa
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oraz
8ach’aa’ Ubb’ Ucc’ = Ea'v' ¢! detU = Eav/ ¢!

Jest to analogon zwiazku dla SU(2)
UT€U =& — Ug:agabUbb’ = €aptUnar Uy = €y

Zatem singlety kolorowe to stany

naan] [ as

My = CIIQ2 = q,2 mezony
b2
1 .
Biag = %eabcqalqzﬂqc?} bariony

Gdyby grupa cechowania oddzialywar silnych nyta grupa SU(N), bariony sktadatyby sie
z N kwarkow.

Naiwny model kwarkow: kwarki w usrednionym potencjale siedza na poziomie podsta-
wowym (jak elektrony w atomie wodoru) — czyli w fali s. Jak zatem mozliwe jest istnienie
rezonansu A ktory sklada sie z trzech kwarkow u, kazdy ze spinem +1/27 Funkcja falowa

A =l ()u’ (y)u'(2)

przestrzenna — symetryczna
spinowa — symetryczna

kolorowa — antysymetryczna

Dodanie nowej liczby kwantowej zwiazanej z grupa SU(3), tzw. koloru ,ratuje”’ zakaz
Pauliego.
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Inny argument za N = 3 pochodzi ze zbadania stosunku:

O ¢+e——hadrons
R=——"""-"

Oete——putpu—

ktory poza rezonansami przyjmuje wartos¢ stata.

Rysunek 4: Stosunek amplitud na produkcje hadronéw do muonéw w zderzniach ete™.
Czas ptynie w lewo.

Dla energii ponizej progu na charm (E < 3 GeV) i.t.d.:
1\*  [2)\? 1\* 2
R—63+€i+6§—<—§> +(§> +(—§) :g
1\*  [/2)? 1\> /2\* 10
R — 2 2 2 2 _ - 4 L 4 _
€q e, +e5s+e; 3 + 3 + 3 + 3 9

1
R=el+et+ et +e+efl= <—

Rysunek 5: Poprawki perturbacyjne i nieperturbacyjne do produkcji hadronéw. Czas
plynie w lewo.
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Poprawki perturbacyjne — mate, nieperturbacyjne — duze, ale waskie.
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Rysunek 6: Wykres stosunku R w funkcji energii. Linia przerywana — przewidywania
modelu kwarkéw bez uwzglednienia koloru. Linia ciagta — przewidywanie QCD.
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Uwzglednienie koloru N, = 3 daje zgodnosc z doswiadczeniem.
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R in Light-Flavour, Charm, and Beauty Threshold Regions
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Rysunek 7: Rysunek 6 w powiekszeniu.
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4 Ewolucja rozkladéw partonowych

Poprawki radjacyjne:

Rysunek 8: Kwadrat amplitudy DIS w przyblizeniu Borna i z poprawkami radiacyjnymi
zaznaczonymi na czerwono.

Ostatecznie mamy zesp6t rownan (Dokshitzera—Gribova-Lipatova) Altarelliego-Parisiego,
ktory sumuje emisje kolinearne:

2
(0.0 = 52 [Py 04(Q%) + P 0 G(Q?)
QZT@G(x,QZ) = %l o PGq®ZQz Q%) + Poc ® G(Q?)

(argument a,(Q?) jest Q?). Tu i numeruje rézne flavory: up, down, strange i antykwarki.
W réwnaniu uzyliémy konwolucje:

]dz/dy(S (zy — ) Ppe(2)q(y)

- [ () at - [ Erion(2)

x xT

Prawdopodobienistwa Altarelli-Parisi
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Rysunek 9: Graficzna reprezentacja prawdopodobieristw Altarelliego-Parisiego. Czas ply-
nie w lewo.

Podsumowujac
1+ 22 1+ (1= 2)? 1
Pyy(2) = Cr ( 1 ) , Poy(z) = CFMa P(z) = = [* + (1 —2)?
-z /), z 2
z 1—=z 1 /11 2
Poc(z) =2Cx [(1—z)+ + . —|—z(1—z)] +§ (ECA_gnf) (1 —2)

Poprawki ktorych nie bierzemy pod uwage pokazano na rysunku 10.

™

e

Rysunek 10: Poprawki nie uwzglednione w rownaniach DGLAP.

15



xfix)

DGLAP Evolution
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Rysunek 11: Rozktady partonéw i ewolucja DGLAP.
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H1 and ZEUS
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Rysunek 12: Dane z akceleratora HERA
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DGLAP & BFKL Evolution
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Rysunek 13: Rozktady partonoéw i ewolucja DGLAP oraz BFKL.

18



DGLAP vs. BFKL evolution
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Rysunek 14: Przestrzen fazowa ewolucji DGLAP i BFKL.
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