1 Transformacje Lorentza

Czterowektory
' = (ct, %), x, = (ct, =) (1)

nazywamy odpowiednio czterowektorem kontrawariantnym i kowariantnym. Transforma-
cje Lorentza zachowuja dtugosé czterowektora

atr, = — T 7, (2)

ktora mozna zapisaé¢ przy pomocy tensora metrycznego

1 0 0 0
0 -1 0 O
Jw=10 0 -1 0 )
0 0 0 -1
jako
atx, = ' g’ (4)

Przeksztatcenia Lorentza zapisujemy w notacji macierzowej
o't =LF a¥ (5)

gdzie przyjeliSmy notacje _
LWlerSZkolumna' (6)

Zatem warunek niezmienniczosci iloczynu skalarnego

g’ = L' 1% g Ly 1’ = 1% gaga” (7)
sprowadza si¢ do rownania
Lr, g;wLVﬂ = Yop (8)
Przestawiajac wiersze i kolumny dostajemy macierz transponowanag
v, = (L"), )
i rownanie (8) przyjmuje postac:
(LT); Guwl’s = gap lub LYgL =yg. (10)

Aby znalez¢ parametry transformacji Lorentza, najwygodniej rozpatrzyé¢ przeksztale-
cenie infinitenzymalne:
LF, =6 + &) (11)
Przepisujac (8) dla przeksztatcenia (11) z doktadnoscia do wyrazow liniowych w &, otrzy-
mujemy:
Jap + gocugyﬂ + &-Ma Gus = Gap- (12)
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Definiujac

EaB = gaugyﬁ (13)
otrzymujemy z (12)

€af = —EBas (14)

czyli, ze czterowymiarowa macierz rzeczywista € jest antysymetryczna. Taka macierz
sparametryzowana jest przez 6 parametrow.
Ogolnie transformacje Lorentza mozemy zapisaé¢ jako

L=¢" (15)

i rozwijajac L z doktadnoscia do wyrazow liniowych (podobnie jak w (11)) otrzymujemy
z (10)
eQTg =¢ % = QTg=—-¢0 (16)

definiujac w = ¢ mamy wT = QTgT = OTg (16) przyjmuje posta¢ analogiczna do (14):
wl = —w. (17)

Zatem w jest macierzg antysymetryczna i zwyczajowo parametryzujemy ja w nastepujacy
sposob:

0 B1 By B
B e P
S e 0 g (1%)
—B3 ¢y —01 O
Stad macierz 2 = gw przyjmuje postac
0 By By By
_ | B 0 —d3 9y
=18 6 0 o (19)
Bs —¢y ¢ 0

Definiujac generatory transformacji Lorentza
Q=—if-K—i¢g-J (20)

mozemy tatwo odczytac¢ ich jawng postac:

07 00 00 i 0 000 i
i 000 0000 0000

Ky = 0000’K2_7;000’K3_0000’
| 0000 0000 i 000
000 0 0 0 00 00 0 0
000 0 0 0 0 i 00 —i 0

ho= 000 —i » J2 = 0 0 00  Js = 0i 0 0 (21)
|00 i 0 0 — 00 00 0 0



Mozna wykazaé¢ bezposrednim rachunkiem, ze

i, ;) = deijnd,
i, K] = gy Ky,
Ki, K] = —icijipdy. (22)

Korzystajac z tych relacji mozna wyprowadzi¢ relacje komutacji dla operatorow

Jt =

)

(J; £iK;),

DN | —

ktore przyjmuja postac
[Jii, in} = Z'€iijki,
[J;5,JF] = o. (23)

Wdzimy zatem, ze grupa przeksztalcenn Lorentza SO(1,3) jest izomorficzna z iloczynem
tensorowym dwoch grup SU(2):

SO(1,3) ~ SU(2) ® SU(2). (24)

Zatem reprezentacje grupy Lorentza mozemy charakteryzowaé liczbami kwantowymi (s, $2)
odpowiadajacymi spinowi kazdej z grup SU(2).



