1 Rozpraszanie

1.1 Obraz oddzialywania

W obrazie Schrédingera stany ewoluuja, operatory nie.

H = H() + Hl
i, |a(t))® = H |a(t))®

Definiujemy operatory w obrazie oddzialywania (interakcji, Tomonagi):

(t) = eZHoStOSe—iHost, H = H = H,
1

Roéwnanie Schrodingera:

i0; |a(t)) = —Hg'e™ |a(t))® + 40, |a(t))®
= —Hy |a(t)) + M He MM (1))

=1

= (=Hy + H") |a(t))" = H{ |a(1))".
Roéwnanie na operatory:
i9,01(t) = id, <eiHoStoSe—iH5t) — _HSO(t) + O'(t)HS
= [0'(t), Hg)

1.2 Operator ewolucji

()" = U'(t, to) a(to))"
10U (t, o) = Hi(H)U'(t,t0).
Warunek poczatkowy
Ul(to, o) = 1.
Poniewaz
[H{(t), H{(t')] # 0

rozwiazanie nie jest zwykta eksponenta. Réwnanie rézniczkowe przepisujemy w postaci
catkowej

Ul(t, tg) =1+ (— /Hf YU (' to)dt'.



Rzeczywiscie
t
10U (t, 1) = (—z’)i@t/H{(t’)UI(t’,to)dt/ = HI(t)U(t,t0).
to

Roéwnanie catkowe mozna rozwiazac iteracyjnie (rachunek zaburzen):

t

t t!
zﬂ@¢@:1+4—o/dwﬁ@3+cﬁf/ﬁf/mﬁﬁwﬂﬁwq+”.
to to

to

Wprowadzmy uporzadkowanie czasowe

T(H{(t1)H{(t2) ... H{(tn)) = H{(t;,)H{(t;,) ... H{(t:,)
gdzie: t;, >t;,, > ... >1;

Wowcezas
t t t t
1
/ dt’ / dt" HI (Y HI (") = 3 / dt’ / dt"T(HLI(tHI(t")).
to to . to to

Sprawdzmy:

t t
1
o / dt’ / dt"T(H{ (U HL ("))
. to to

t t t t
_ 5 /dt/\/dt//H{(t/)H{(t”) 4 /dt//dt//Hlf<t//)H1[<t/)
to to to t

¢ t t t"
1
-1 / at / d"HI () HL (") + / at" / a H () HI ()
to to to to

t t
— / dt’ / dt" HI(tYHL(t")
to to






To sie uogodlnia na wyzsze potegi. Ostatecznie mamy

—i [[avHI(¥) —i [ dta' ()
Ul(t,tg) =Te ' =Te ‘o

gdzie HI(2') jest getoscia hamiltonianu oddziatywania w obrazie interakcji.
Od tej pory opuszczamy wskaznik 717,

1.3 Macierz S

Macierz rozpraszania (scattering matrix). W dalekiej przeszlosci przygotowujemy swo-
bodny stan |i) (od "initial"), ktory w czasie ewolucji do chwili ¢ zamienit sie w stan

(R
lim [y (1)) = 7).

t——00
Pytamy jaka jest amplituda prawdopodobienstwa, ze w dalekiej przyszlo$ci otrzymamy
stan |f) (od "final"):

Spi= lim (f [(1) = lim lim (f|U(t2,02) |i) < (f] S ]i)

to—0o0 t1——00

lub
S = U(oo, —00).

Poniewaz ewolucja zachowuje norme stanu
|au(t)) = U(t, to) |x(to))
(@(®)a(t)) = {a(to)| U (¢, ) (1 t0) alts)) = {a(ta) a(t)

=1

operator U jest unitarny, wiec S jest tez unitarny. Formalnie

S = Te—ifd‘*x’?—[{(a:’)'

1.4 Przekrdj czynny

Rozwazmy proces
pr+pr =iyt

Definiujemy S =14 1iR

Ry =i(2m)*0* (p1 + pa2 — ZPQ)N(Z’I)N(W) X My

=1

MMZVW%,




\ v IT

Czastka 1 nadlatuje na spoczywajaca czatke 2. Z czastka 2 zwiazany jest efektywny
przekréj czynny o na produkcje n czastek. Jedli czastka 1 trafi” w dysk o powierzchni o
to prawdopodobienistwo

1| To
Proaon = it = S S ) R )P

polaryzcje p ...p},
helicity

-7 5 L (i)
V2 2E12E2 2F! (2 Fi

polaryzqe
helicity

(27)'6(pn + o fjp;-)] (1)

=1

Przy wyprowadzeniu tego wzoru zamieniliémy sume po pedach czasyek koncowych na
catke

d4Z
5 = [T (et -m)
Py-.ph
- [0 (Gwts)
- 2F! (2
gdzie B = ++/p? + m?.

Co zrobi¢ z 6*? Uzyjemy wzoru




1 VT
4 4 A 4 4 A o4
)8 ) = 5080 = 80 g [ ' =)
zatem
v
Tit2on = T’TPH_Q_W
_ vV 1 &p, )
|| TV? o ZCe2E1 2F, /H < 32E’> (Myil™ %
pheh(}:,ltyJ
x (2m)*0* (p1 + p2 — Zp;) x VT
i=1

Czynniki V' i T upraszczaja sie i otrzymujemy

> [ (G o

polaryzcje
helicity

x (2m)* 0 (p1+ p2 = > ph).-

=1

01425n =

4E1E2 |1)1|

Oczywiscie ten trick jest bardzo watpliwy matematycznie, ale ilustruje problem regulary-
zacji nieskoniczonosci jaki pojawia sie we wzorze (1) poprzez zamkniecie uktadu w pudle.

Czynnik F' nazywamy lorentzowsko niezmienniczym strumieniem. Poniewaz zalozyli-
$my, ze czastka 2 spoczywa, mamy we wzorze tylko |v;].

F = AE\Ey |01| — 4E, B, (|64] + |5)) (2)

Zalozmy, ze czastki leca na przeciwko siebie wzdluz osi z, mamy tylko jedna sktadowsa
pedu py 2 i czteropedy wyrazajg si¢ wzorem

b1 = (E170707p1)7
= <E270707_p2)-

Zatem (pamietajmy, ze ¢ = 1) :

D2
F =4FF =4FF
1B (01| + |s]) 1 2(E +E2)

= 4 (Eap1 + Eips)

Zatem
F? =16 [(Eapr)® + (E1p2)” + 21 Eapips]

Dla iloczynu czteropedéw, mamy
(p1-p2)* = (B\Bz + pip2)? = EYE; + pip; + 2E1 Eapips.
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Dalej

F? =16 [(p1 - p2)* + (Eap1)” + (E1p2)” — EYES — pip3)
=16 [(p1 - p2)* + E3(p7 — E}) + p3(E} — p?)]
=16 [(pl -p2)2 - (E22 _Pg) (E12 —p%)] .

Stad

F = 4\/(]71 'P2)2 - m%mg



1.5 Prawdopodobienstwo rozpadu (decay rate)
Mamy 1 — n,

prawdopodobienistwo P,

F1%11 ==
czas T

Z > Pl RIp)*

polaryZCJe py...ph

helicity
2
T2VE Z /H( 32El) Myl
polaryzqe =1
hellclty

(2m)16%(p sz ) x VT

Czynniki VT upraszczaja sie:

Pion= >, /‘MﬁFﬁ VY (2mtstp —ip'-)
1=n 2E, 1\ (2r)%2E ! i

polaryzcje i=1
helicity

1.6 Elementy macierzowe i reguly Feynmana

Aby obliczyé My, trzeba si¢ postuzy¢ aparatem matematycznym teorii pola, ktérego
przedstawienie wykracza poza zakres tego wyktadu. Richard Feynam podal bardzo pro-
sta metode konstruowania macierzy rozpraszania w rachunku zaburzen, ktoéra sprowadza
siec do rysowania diagraméw. Kazdemu typowi czastki odpwiada linia, z ktéra stowa-
zyszone sa pewne funkcje pedow, a takze — w wiekszosci przypadkéw — macierze zwia-
zane np. ze struktura spinowa, kolorem (lokalna grupa SU(3)) itd. Linie dzielimy na
zewnetrzne,odpowiadajace czastkom wchodzacym (stan |i)) i wychodzacym (stan |f)),
oraz wewnetrzne (propagatory), ktore powstaja w wyniku tworzenia diagramu Feynmana.
Liniom wewnetrznym odpowiadajg czynniki pokazane na rysunku 1, natomiast liniom ze-
wnetrznym pewne czynniki normalizacyjne, ktorych tu nie wymieniamy. Przyktady regut
Feynmana dla czastki skalarnej (linia przerywana), fermionu (linia ciagta) i fotonu (lub
innego bozonu posredniczacego — linia falista) pokazane sa na rysunkach 11 2.
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Rysunek 1: Propagatory.

Oprocz linii wystepuja tzw. wierzchotki (ang. verter) wskazujace jak czastki, reprezen-
towane przez linie, moga ze soba oddziatywac¢. Wierzchotki odpowiadaja hamiltonianowi
oddzialywania HY. Wierzcholki wskazuja po pierwsze, jakie oddziatywania sa w ogodle
mozliwe, a po drugie stowarzyszone sg z nimi funkcje pedéw i macierze.

-
) —ie(1")yp

Rysunek 2: Wierzchotki.

Widzimy, ze najprostsza strukture ma propagator czastki skalarnej: jest to po prostu
funkcja 1/(p* —m?+ie), gdzie masa m jest masa tej czastki. Mala czesé urojona wskazuje,
jak nalezy obchodzi¢ osobliwoéci dla p? = m? w ewentualnych calkach po p. Na rysunku 2
pokazano wierzcholek w tzw. teorii p*, ktory jest po prostu stala g, ktora okresla sie jako
statq sprzezenia. W teorii pola rozwaza sie inne mozliwe sprzezenia, np. trzyczastkowe.

Diagramy Feynmana konstruujemy w nastepujacy sposob: rysujemy linie odpowiada-
jace czastkom wchodzacym i wychodzacym, a nastepnie taczymy je przy pomocy mini-
malnej liczby wierzchotkéw i linii wewnetrznych.

Zanim rozwazymy rospraszanie 2 — 2 warto wprowadzi¢ powszechnie uzywane zmienne
Mandelstamma. W przypadku rozpraszania elastycznego dwoch czastek o czteropedach
p1,2 1 masach m; » przechodzacych w p| , definiujemy:

s = (p1+p2)® = () +b)%
= (th—p)* = (p — p2)*,
u = (P —p2)’ = (0 —)* (3)
Nie sg to zmienne niezalezne gdyz

s+t+u=2(m?+m3) (4)
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W teorii p* w najnizszym rzedzie rachunku zaburzen dla procesu 2 — 2 My; ~ g, a
jedyny mozliwy proces rozpraszania to 2 — 2. Nie zachodzi proces 2 — 3, a najprostszy
rozpad to 1 — 3.

czas

2 P

12 P,
Rysunek 3: Rozpraszanie 2 — 2 w teorii skalarniej ¢*.

W teorii z fermionami (np. elektrodynamika) sytuacja jest bardziej skomplikowana.
Propagatory sg macierzami 4 x 4, ktéorym odpowiadaja indeksy « i 5. Wynika to stad,
ze w relatywistycznej mechanice kwantowej (teorii pola) funkcja falowa fermionu nie jest
skalarem, ale obiektem 4 wymiarowym (tzw. bispinorem Diraca). Dwie gorne sktadowe
odpowiadaja czastkom o dwoch réznych rzutach spinu na o kwantyzacji, natomiast dwie
dolne sktadowe antyczastkom. W tej przestrzeni dziataja czterowymiarowe macierze Di-
raka 7567 gdzie indeks = 0,1,2 i 3 jest indeksem Lorentza. Bardzo czesto wystepujacy
w teorii relatywistycznej iloczyn macierzy Diraka i jakiegos czterowektora (np. pedu)
oznaczamy przekresleniem

VP = P

Z kolei propagator fotonu proporcjonalny jest do tensora metrycznego g,, (w tzw. cecho-
waniu Fenymana), co wiaze si¢ z tym, ze funkcja falowa fotonu jest w teorii pola zwiazana
z czteropotencjatem A*. Sprzezenie foton-fermion proporcjonalne jest do macierzy 725
oraz stalej sprzezenia, ktéra w tym wypadku jest tadunek elektryczny e. Pierwszy niezni-
kajacy przyczynek do amplitudy rozpraszania dwoch fermionéw pokazany jest na rysunku
4. Funkcje u. sa wspomnianumi wyzej czynnikami normalizacyjnymi (w rzeczywistosci
sg to bispinory Diraka dla czastki swobodnej o okreslonym pedzie i rzucie spinu na o$
kwantyzacji).

Widzimy, ze po podniesieniu do kwadratu amplitudy z rysunku 4 przekréj czynny
bedzie proporcjonalny do (1/¢?)%. Rozpatrzmy przypadek w ktorym czastka o pedzie p
jest proton, ktéry spoczywa, a czastka padajaca jest elektron. Jezeli zaniedbamy niewielki
odrzut protonu, to wowczas energia elektronu jest zachowana:

E = (FE,0,0,k),
K = (E,0,ksinf, kcos#).

Wowcezas

¢ = (k—K)? = —k*(sin®0 + (cosf — 1))
= —k*(sin®0 + cos® — 2cosf + 1)

0
= —2Kk*(1 — cosf) = —4k? sin® Y (5)
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czas

Amplituda
H (k) (k)
k' —= | k
—ie i
)
q
p’:__l% <~
u.(p') u.(p)
2 2
q=k—k'=p=-p

Rysunek 4: Rozpraszanie 2 — 2 w elektrodynamice.

Wzoér na przekrdj czynny na rozpraszanie elektron-proton ma w tym przyblizeniu postaé

(wzor Motta):
2
do ah 9 9 o0
0= (W) [m + k* cos 5] (6)
gdzie czton w nawiasie kwadratowym pochodzi z mianownika kwadratu amplitudy, do
obliczenia ktorego nalezy zastosowaé techniki wychodzace poza zakres tego wyktadu. Wi-
dzimy, Ze w granicy nierelatywistycznej k? << m? odtwarzamy znany z mechaniki klasycz-
nej wzoér Rutheforda (ktory zreszta jest identyczny, ze wzorem otrymanym w przyblizeniu
Borna w ramach nierelatywistycznej mechaniki kwantowej).

Na koniec rozwazmy proces zwany formacja rezonansu. Typowym przyktadem jest tu
anihilacja eTe™ na jeden foton, lub na mezony wektorowe, ktore nastepnie moga rozpasc
sie na cokolwiek, my tu rozwazymy rozpad na kwark i antykwark. Poniewaz nie interesuja
nas produkty rozpadu (byleby w stanie konicowym byly hadrony) nie rozpatrujemy szcze-
gbélowo co dalej dzieje sie z para kwar-antykwark: zakladamy, ze z prawdopodobieristwem
1 zamieniajg sie one w czastki fizyczne. Podane wyzej reguly Feynmana dotycza czastek
stabilnych. Jednakze czastki produkowane w zderzeniu eTe™ to niestabilne rezonanse.
Fakt, ze czastka moze si¢ rozpadaé, a wiec ze jej funkcja falowa ,znika”, uwzglednia sie
przez dodanie od masy czastki czesci urojonej

r

m—m — 25 (7)
To powoduje, ze dla czastki nierelatywistycznej, ktorej energia E ~ m cze$¢ czasowa

funkci falowej ‘ .
6—2Et N e—zmte—l"t/2‘ (8)
Po takiej zamianie, propagator czastki masowej dostaje ,naturalng’ cze$¢ urojona, tak

jak to pokazano na rysunku 5.

Po podniesieniu amplitudy do kwadratu, przyjmujac kinematyke uktadu centrum masy

P = (Elama
P2 = (El,—ﬁ)
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pz— m+iTm
Rysunek 5: Formacja rezonansu w kanale s.

poza licznikiem pojawia sie mianownik postaci (Breit-Wigner)

1
g (B2 —m2)2 + [2m? (9)

gdzie E = E| + Fy. Zauwazmy, ze w tym ukladzie E = /s.

Na rysunku 6 pokazano przekroj czynny (9) w funkcji F = /s. Widzimy szereg rezo-
nanséow wektorowych poczawszy od p® poprzez rezonanse ztozone z ciezkich kwarkow QQ
az po bozon Z, ktére pojawiaja sie jako wzmocnienia (z ang. peaks) funkcji o(F) wokot
E = mpg, gdzie mp to masa rezonansu. Szerokos¢ tych wzmocnien jest proporcjonalna do
r r~1 / tp.

Zamiast przekroju czynnego, ktory silnie maleje z energia, wygodnie jest wykreslié

stosunek
R — 0 e+ e~ —hadrony ’ (10)

0-6+6_—>/L+/,L_
w ktorym nieinteresujace nas czynniki normalizacyjne sie kasuja i ktory niesie dynamiczng
informacje dotyczaca produkeji rezonanséw. Poza obszarem wzmocnien reezonansowych
R jest prawie niezalezny od energii.
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Rysunek 6: Formacja rezonanséw w kanale s — przekroj czynny.
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Rysunek 7: Formacja rezonansow w kanale s stosunek R.
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