Wybrane problemy kwantowo mechaniczne
zestaw 12
na dzien 10.1. czwartek 12:15

1. Problem trociatlowy dla réwnych mas daje sie rozwigza¢ dokladnie w przypadku
oddziatywania harmonicznego przy uzyciu zmiennych Jacobiego:
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Zbada¢ relacje komutacji miedzy tymi operatorami.
Kondensat Bosego-Einsteina

Obnizajac temperature gazu atoméw o spinie bedacym liczba naturalng (ponizej
mikro kelwinoéw), mozna uzyska¢ stan, w ktorym prawie wszystke atomy sa w tym
samym stanie kwantowym. Ponizsze zadania ilustruja, jak taki system mozna badac
przy uzyciu metody wariacyjnej i jak jego wlasnosci zaleza od znaku wzajemnego
oddzialywania.

2. Oszacowaé¢ metoda wariacyjna energie stanu podstawowego tréjwymarowego oscy-
latora harmonicznego
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przymujac za funkcje probng
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gdzie o jest parametrem wariacyjnym. Poréwnaé otrzymany wynik z wynikiem
doktadnym.

3. Przedyskutowa¢ wtasnosci spektrum dwoch nieoddzialywujacych oscylatorow (war-
tosci energii, degeneracje)
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Jak wyglada funkcja falowa stanu podstawowego?
4. Zalézmy, ze istnieje oddziatywanie pomiedzy dwoma czastkami opisanymi hamil-
tonianem (3): V(7 — 75).0Oddzialywanie to jest krotkozasiegowe wzgledem skali

ag = \/h/(mw) charakterystycznej dla badamego uktadu. Oznacza to, ze dla dwoch
funkcji f i g, ktore na odcinku rzedu ay sa prawie state, mozna zastosowaé przybli-
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Wspoétezynnik proporcjonalnoscei jest tak dobrany, aby mozna byto zdefiniowac stata
a o wymiarze dhugosci, ktora nosi nazwe dtugosci rozpraszania (scattering length).
Stala ta moze by¢ ujemna (potencjal przyciagajacy) lub dodatnia (potencjat odpy-
chajacy) i zalezy od rodzaju atoméw. Na przyktad dla atoméw sodu (izotop **Na)
a = 3,4 nm, a dla litu (izotop "Na) a = —1,5 nm.

(a) Obliczy¢ w pierwszym rzedzie rachunku zaburzeri poprawke do energii stanu
podstawowego pochodzaca od oddzialywania V(7 — 75). Skomentowaé zaleznosé
tej poprawki od znaku a.

(b) Przedyskutowaé stosowalnosé¢ rachunku zaburzen w zaleznosci od wartosci a i
ag.

. Rozwazmy uktad N czastek
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Oszacowaé energie stanu podstawowego przy pomocy metody wariacyjnej, uzywajac
jako funkcji probnej
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gdzie ¥ (7) jest zdefiniowane w (2). Obliczy¢ osobno $rednia warto$é energii kine-
tycznej, potencjalnej i energii oddzialywania w tym stanie, a nastepnie zminimali-
zowaé¢ sume wzgledem parametru o. W tym celu warto wprowadzi¢ bezwymarowe
zmienne E = E/(Nhw) oraz & = o /ay. Zapisaé energie calkowita w postaci

E=. . +- (7)

Ile wynosi n?
. Dla a > 0 naszkicowaé zaleznosé E od & dla roznych wartosci n = 0, 10, 100, 1000.

. Przyjmujac, ze n > 1 wykazac, ze wktad od energii kinetycznej jest zaniedbywalny.
W tym przybliZzeniu znalezé¢ Fy;,. Jak energia konsensatu (stanu podstawowego)
zalezy od N7

. Dla a < 0 naszkicowaé zaleznosé¢ E od & dla réznych wartoscin = 0, —0.1, —0.27, —1.
Skomentowaé stosowalnos¢ przyblizenia (4) w okolicy ¢ = 0.

. Wykazaé, ze istnieje waro$¢ krytyczna |n.| powyzej ktorej E nie posiada lokalnego
minimum w & # 0. Obliczy¢ odpowiadajaca minimum warto$é¢ o, jako funkcje ay.



