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Zegar atomowy

W atomach alkalicznych najbardziej zewnetrzny elektron jest na powloce ns (czyli
w stanie o zerowym momencie pedu). Odzialywanie momentu magnetycznego tego elek-
tronu ze spinem jadra powoduje rozszczepienie energii stanu podstawowego, ktére wy-
korzystywane jest do konstrukcji zegaréw atomowych duzej doktadnosci uzywanych w
urzadzeniach GPS, w urzadzeniach kontroli lotéw w samolotach, i.t.d.

1. Rozpatrzmy oddzialywanie momentéw magnetycznych jadra (N) i elektronu (e) w
bazie iloczynowej:
|me;my) = |e: Se,me) [N = Sy, my) (1)

gdzie spin elektronu s, = 1/2 a spin jadra moze by¢ catkiem duzy (n.p. sy = 3/2 dla
rubidu lub 7/2 dla cezu). Prosze okresli¢ degenarcje stanu (1) przed uwzglednieniem
oddzialywania momentéw magnetycznych.

Rozwigzanie:

Degeneracja wynosi d = (255 + 1)(2sy + 1) = 2(2sy + 1).
2. Hamiltonian oddziatywania spinu jadra ze spinem elektronu ma postac
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gdzie Sﬂe’ ~ oznaczaja odowiednio operatory spinu elektronu i jadra. Typowo wartosci
wlasne takiego hamiltonianu znajdujemy przechodzac do bazy catkowitego spinu.
Tu jednak pozostaniemy w bazie iloczynowej (1) a wartosci wlasne znajdziemy dia-
gonalizujac (2) w tej bazie. W tym celu wprowadzimy operatory podnoszenia i
obnizania:

SeNt = SeNag T 1Se Ny, SeN— = SeNa— 19N y- (3)

(a) Prosze przepisa¢ hamiltonian (2) przy uzyciu operatorow (3).
(b) Prosze obliczy¢ dziatanie H na stany |m, = 1/2;my) oraz |m, = —1/2;my + 1).

(¢) Powinno okazac¢ sie, ze w podanej w punkcie (b) dwuwymiarowej podprzestrzeni
hamiltonian H jest globalnie stabilny, tzn. jego dzialanie catkowicie ogranicza sie
do tej podprzestrzeni. Na ile takich dwuwymiarowych podprzestrzeni rozdziela
sie przestrzen rozpicta przez stany (1)? Prosze zauwazy¢, ze dla my = sy oraz
my = —sy — 1 mamy do dyspozycji tylko jeden stan (b) — dlaczego? — i w tych
dwoch szczegdlnych przypadkach podprzestrzen globalnie stabilna jest jednowymia-
rowa. Prosze wykazaé, ze catkowita degeneracja w bazie (b) przed uwzglednieniem
oddzialywania (2) zgadza sie z wynikiem zadania 1.



(d) Prosze wyliczy¢ jawna posta¢ H w bazie z punktu (b), a nastepnie znalezé
warto$ci wlasne zaréwno w przypadku dwuwymiarowych podprzestrzeni z my =

sy —1,sy —2,... — sy, jak i jednowymiarowych my = sy, —sy — 1.
Rozwigzanie:
(a) Mamy
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Sp = 5(S4+8-), Sy = 5(5- = S,

co daje (operatory w podprzestrzeniach e oraz N komutuja)
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(b) Trzeba uzy¢ St |s,m) = y/s(s +1) —m(m £ 1)|s,m £ 1)
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(c,d) Stad w tej bazie dla my = sy —1, sy —2, ... — sy hamiltonian H jest macierza
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Takich dwuwymiarowych podprzestrzeni jest 2sy. Procz tego mamy dwa szczegblne
przypadki

A
H|m. = £1/2; £sy) :EsN|me:il/2;:|:sN>. (5)



Zatem calkowita degeneracja wynosi d = 2 x 2sy +2 = 2(2sy + 1) zgodnie z zad.1.

(d) Diagonalizacja H:

det(H—-X) = —(my—AN)(my+1+X) —sn(sy+1)+my(my +1)
)\2+)\—SN(SN+1) :/\()\—I—l)—SN(SN—f-l) :O

Stad rozwiazania
A=syoraz A = —(sy + 1).

A zatem rozszczepienia wynosza (i nie zaleza od my!)

B Asn/2 2sy + 2 razy
AE= { —A(sy +1)/2 2sy razy (6)

. Poréwnujac wartosci rozszczepien otrzymane w poprzednim zadaniu z wartosciami
rozszezepien otrzymanych poprzez zdiagonalizowanie hamiltonianu (2) w bazie cal-
kowitego spinu okresli¢ do jakiego catkowitego spinu naleza poziomy rozszcepione-
oddzialywaniem spinowym.

Rozwigzanie:

W zasadzie mozna na to pytanie odpowiedzie¢ bez rachunkéw. Catkowity spin
uktadu jadro-elektron wynosi sy + 1/2 lub sy — 1/2. W pierwszym przypadku
catkowita degeneracja wynosi 2(sy +1/2) + 1 = 2sy + 2 czyli odpowiada to energii
AE = Asy/2, natomiast w drugim przypadku 2(sy —1/2) +1 = 2sy co odpowiada
AE = —A(SN + 1)/2.



