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Pozytronium.

1. Pozytronium to uktad elektronu i pozytonu opisany hamiltonianem
2 2 2
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Prosze rozseparowa¢ hamiltonian (1) na hamiltonian ruchu $rodka masy i ruchu
wzglednego. Ile wynosi masa zredukowana w hamiltonianie ruchu wzglednego? Jaka
jest struktura pozioméw energetycznych hamiltonianu ruchu wzglednego i ile wyno-
sza degeneracje tych pozioméw z uwzglednieniem spinu obu elektronow?

Rozwigzanie:

Korzystamy ze wzoru:

1. 1.
pi+ps = 5 (7 + ph)* + 5(291 — ph)?
1
= §P2+2p27 (2)

gdzie
— o o o 1 5 5
P=pi+ps, p= 5(1?1 — Da).

Czynnik 1/2 w definicji 7 wynika z ogblnego wzoru na mase zredukowana dla czastek
o réznych masach. Stad
P2 P? o2

"= 5Gm T atm) (3)

gdzie r = |} — 73| . Masa zredukowana wynosi y = m/2. Poziomy energetyczne sa
analogiczne jak w atomie wodoru ~ 1/n* a degeneracja bez spinu wynosi n?. W
stanie podstawowym nie ma degeneracji bez spinu, a dodatkowo od spinu mamy
degeneracje 2 x 2 = 4.

2. Hamiltonian oddzialywania spin-spin ma postacé
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Hgg:ﬁSl-Sg (4)
gdzie v > 0 jest dodatnig stalg proporjonalng do |1(0)?, gdzie 1 jest funkcja
falowa dla ruchu wzglednego. Prosze obliczy¢ rozszczepienia energetyczne energii
stanu podstawowego pochodzace od Hgg, podaé¢ degeneracje i wypisaé¢ funkcje falowe



odpowiadajace tym rozszczepieniom. W tym celu wystarczy pamieta¢, ze funkcja
spinowa odpowiadajaca spinowi 0 jest antysymetryczna przy przestawieniu czastek
1i2.

Rozwigzanie

Dwa spiny 1/2 mozna zlozy¢ na s = 0 oraz 1.Podnoszac do kwadratu catkowity spin
(opuszczajac h?):
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marny
. 5 —3/4  s=0
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Spinowi s = 0 odpowiada funkcja spinowa (z doktadnoscia do catkowitego znaku,
ktory ustala sie z konwencji Condona Shortleya dla wspotczynnikéw Clebscha-Gordana,

ale tu nie jest to istotne):
IXog) = 1 11 11 11 11 (6)
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o energii —37/4, a spinowi s = 1 trzy funkcje
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odpowiadajace energii v/4.

)

. Elektron i pozyton moga zanihilowaé (w przeciwienistwie do elektronu i protonu w
atomie wodoru), co prowadzi do dodatkowego hamiltonianu H,, ktorego efektem
jest przesuniecie poziomoéw o catkowitym spinie s =1 o

_ 3
SE =1 =y, (8)
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Energia poziomoéw o catkowitym spinie s = 0 sie nie zmienia. Ile wynosza poprawki
do energii stanu podstawowego od hamiltonianu

Hgs + H,? (9)

Rozwigzanie

Energia poziomu o spinie 0 sie nie zmienia i wynosi dalej —3+/4. Energia trzech
poziomoOw o spinie 1 wynosi sumarycznie .



4. Pozytronium umieszczone zostaje w stalym polu magnetycznym B skierowanym
wzdtuz osi z. Odpowiedni hamiltonian oddzialywania ma postaé

Hp = 2up B - (51 - §2> : (10)

gdzie pp jest magnetonem Bohra. Prosze uzasadni¢ dlaczego? Prosze zapisa¢ ma-
cierz odpowaidajaca Hg w bazie iloczynowej {|s;m;) |sam2)}, a nastepnie w bazie
calkowitego spinu {|s, m)}.

Rozwigzanie

Moment magnetyczny fermionu jest proporcjonalny do tadunku, stad wzgledny znak
minus miedzy momentami magnetycznymi elektronu i pozytonu. Czynnik 2 odpo-
wiada czynnikowi giromagnetycznemu, ktéry mozna wyprowadzi¢ z roéwnania Di-
raka. Dzialanie Hp w bazie iloczynowe;j:
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Hy|1) =0, Hp |2) = —2u,BR(2), Hp|3) =2, BRJ3), Hpl4) =0 (12)
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czyli
0O 0 00
0 -1 00
Hp =2upBh 00 10 (13)
0O 0 00
W bazie catkowitego spinu (6) i (7), mamy
1
Dot = [Xoo) = 75 (12) =13,
|2>tot - |X1—1> = |4>7
1
Bor = IX10) = E (12) +13))
e = Ixa) =11), (14)
co daje
Hp 1)y = —21upBh(3), Ha ’2>tot =0, Hp |3)¢oy = —2upBh 1) . Hp|4) =0.
(15)
Stad w tej bazie
0 0 -1 0
0 0 0 0
Hp =2upB 10 0 0 (16)
0 0 0 0



5. Zapisa¢ caly hamiltonian zaburzajacy
H/:HSS+HA+HB (17)

jako macierz w bazie {|s, m)}. Nastepnie prosze obliczy¢ poprawki do energii po-
chodzace od H' i poda¢ odpowiadajace im degeneracje. Prosze okresli¢ jakie stany
odpowiadaja poszczegdlnym wartosciom energii, a nastepnie schematycznie naszki-
cowaé zachowanie sie poprawek pochodzacych od H' w funkcji wartosci pola ma-
gnetycznego B.

Rozwigzanie
W bazie {|s, m)} mamy zatem, przyjmujac wg = 2upB

—3v/4 0 —wgh O
0 ~ 0 0

I __
= —wph 0 y 0 (18)
0 0 0 v
Aby zdiagonalizowa¢ hamiltonian H’ musimy polczyé¢ wyznacznik
—3y/4—X 0 —wph O

0 v=A 0 0 B 9 —3y/4—X —wph |
det Cwph 0 ~y—x 0 = (y—A)*det { T 0.

0 0 0 7= A

Ostatni wyznacznik

et —3v/4 — A —th}
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co daje (warto wprowadzi¢ numeracje¢ pozioméw zgodna |.. ), dla wp = 0:

Aoy =2+ \/ (gv) + (wah)?, (20)

pozostate dwie poprawki do energii sa Ao 4 = 7. Hamiltonian H' powoduje mieszanie
stanow o calkowitym s; = 0. W granicy wp — 0 mamy Ay — —37v/4, A3 — 7.
Czyli na poczatku wszystke trzy stany o s = 1 sa zdegenerowane, potem odszczepia
sie stan s3 = 0 (stan [4),.,) ktory dostaje domieszke [1), . Z kolei stan |1), . ma
poczatkowo energi¢ —37/4 i przesuwa si¢ ze wzrostem B dostajac domieszke [4), ;.
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