12 Atom wodoru

W tym rozdziale przedstawimy rozwiazanie rownania Schrédingera dla ruchu elektronu o
masie p w potencjale Coulomba.

Spektrum atomu wodoropodobnego mozna znalezé rozwigzujac radialne réwnanie Schro-
dingera

1d /[ ,d 211 I(1+1)
g () P e - R e =0 (121)
z potencjatem
VA 2
V(r) = _T‘f (12.2)

ale istnieje tez pouczajaca metoda algebraiczna, przedstawiona w podreczniku Schiffa.
Przypomnijmy, ze pelna funkcja falowa ma postac

,lvb?m(r? 0, 90) = u?(r)}/im(Q’ QO), (12'3)

gdzie radialna funkcja u zalezy jawnie od [ i — jak sie zaraz przekonamy — od liczby
kwantowej n zwanej radialng.
Aby rozwiaza¢ rownanie (12.1) wprowadzmy nowa zmienng

V81| E|

p=——p 7 (12.4)

oraz stalag \ zwiazana z energia E (ktora jest ujemna, gdyz potencjal Coulomba jest
zawsze mniejszy od zera)

Ze? I
= — | ==. 12.5
Przy takich oznaczeniach rownanie (12.1) przyjmuje postac
2 A1 (I+1
u"+—u'+{———— (—Z )}u:(). (12.6)
p p 4 p

Zauwazmy, ze czton \/p powstal z potencjalu V (r) a stala —1/4 jest pozostatoscia po E.
Asymptotycznie rownanie (12.6) redukuje sie do

1

"
— Zu=0
u 4u ,
co daje
e~ e P2
Zatem rozwigzania szukamy w postaci
u(p) = F(p)e /% (12.7)
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Rownanie na F(p) przyjmuje postacé

2 A—1 I(i+1
F”+(——1)F’+[ L )]on. (12.8)
p p p

Rozwiazania szukamy w postaci szeregu
Fp)=p"Y a,p”. (12.9)
v=0

Rownanie charakterystyczne na s ma postac
s(s+1)—=1(l+1)=0, (12.10)
co daje dwa mozliwe rozwiazania
s=1 i l=—(+1). (12.11)

Oczywiscie tylko rozwigzanie s = [ daje porzadne zachowanie funkcji F' w p = 0. Relacja
rekurencyjna na wspotczynniki a, ma postac

v+1+1— A\
v+ 1)(v+ 20 +2

(yi1 = ( )al,. (12.12)

Dla duzych v rekurencja ta redukuje si¢ do
Apy1 = —Qy
v

co, podobnie jak w przypadku oscylatora harmonicznego, daje asymptotyke w postaci e”.
Aby cale rozwiazanie (12.7) bylo skoriczone w p = oo musimy urwaé szereg we wzorze
(12.9) zadajac aby dla jakiego$ v

A=rvo+1+1. (12.13)

Oznaczjac
n=vo+1+1 (12.14)

otrzymujemy ostateczny wzoér na energie atomu wodoropodobnego:

E - ,LL64Z2: e2Z? h?

2h2n? 2agn?’ pe?’

(12.15)

gdzie stata ag = 5,29x 107 cm (1/2x 1078 ¢cm) ma sens $redniego promienia orbity atomu
wodoru. Zauwazmy, ze n zmienia sie od 1,2 do co. Dla kazdego n mozliwe sa jednak
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rozne wartosci v i [, co daje degeneracje widma atomu wodoropodobnego. PrzesledZzmy
to na przyktadzie kilku pierwszych pozioméow

degeneracja degeneracja
n=vot+l+1 vy 1 g2l 1 ) nazwa cglkowit;

1 0 0 1 1s 1
2 0 1 3 2p

1 0 1 25 4 (12.16)
3 0 2 5 3d

1 1 3 3p

2 0 1 3s 9

Latwo przekonaé sie bezposrednim rachunkiem, ze calkowita degeneracja wynosi n? :

n—1

> (@21+1) :2@—1—71:79. (12.17)

Sprawdzmy wymiar ag pamietajac, ze: h = 1,0545 x 10~ *"erg-s, u ~ m, = 9,1091 x
107%g, e = 2,30 x 1071 [em?g/s?]. A wiec (erg=g cm?/s?):

1,112 x 1074 gZem?  §?
a =
0 9,1091 x 1028 x 2,3 x 10-19 | s2g cm3g
= 5,29 x 107 [cm] (12.18)

Stad tatwo wyliczy¢ energie stanu podstawowego dla atomu wodoru (Z = 1):

12,3 x 10719

E=-—-22" "
LT 25,20 x 1079

erg] = —0,217 x 107'% [erg] = —13,6 [eV], (12.19)
gdzie skorzystaliémy ze zwigzku miedzy elektronowoltem a ergiem: 1 erg = 6,242 x 10!

ev.
Funkcja stanu podstawowego ma postac

A Zr
n=1
. = — | — 2 —— . 12.2
1=0,m=0 i ( ao) exp ( g ) ( 0)

Jest to funkcja unormowana

[z 277 ZN? fagn\ [
QO 2= ) =4 (= — 2P 12.21
/d /dTT - (Go) eXp( a0 ) (ao) (22) /dpp e’ (12.21)
0 0

gdzie p = 2Zr/ay. Calke po p najwygodniej policzy¢ przy pomocy tricku

> T a1

n.—p_ (_\n —ap — (=" - =nl. 12.22
/dpp ‘ (=) da”/dpe =) do™ orf,_, ! ( )
0 0 a=1
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Po podstawieniu (12.22) do (12.21) otrzymujemy 1. Obliczmy teraz

o

< > /dQ/dw o L <a0> 2/dppe p——. (12.23)

0

W tym sensie aq jest miara sredniego 1/r w atomie wodoru.

12.1 Dodatek: wielomiany Laguerre’a

Otrzymane w wyniku urwania szeregu (12.9) wielomiany nosza nazwe wielomianéw La-
guerre’a, ktore definiuje sie jako

F(p) = p'L(p). (12.24)
Rownianie (12.8)
-1 1
F'+ F + |:)‘ _ ld—z ):| F=0 (12.25)
P P
przyjmuje postac
pL' + 201+ 1) = ] L' + (A= (I 4+ 1)L = 0. (12.26)

Jest to tzw. stowarzyszone rownanie Legendre’a, ktore w literaturze matematycznej przyj-
muje postac
pLY" 4k +1—p| LY +nLl =0. (12.27)

Ja wida¢
k=2l+1,n=X—(+1)=v,. (12.28)

Szczegbdlne rownanie z k = Onazywa sie rownaniem Laguerra.
Wzoér Rodriguessa dla stowarzyszonych wielomianéw Laguerra przyjmuje postaé

1 d

k P —p n+k
Ln— €'p da:”(e p )

Sa one znormalizowane w nastepujacy sposob

o0

!
[doe i Lito Ll (o) = . (12.20)
0
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12.2 Znormalizowane funkcje atomu wodoru

Ponizej podajemy znormalizowane funkcje falowe atomu wodoru ¢y, (1,0, ) w zmiennej
p = r/ag. Dla atomu wodoropopdobnego nalezy zamieni¢ ag — ag/Z.

1 1

7vb(l)o = \/W_&oa_oe_p

Qﬂgo = \/217T_aoﬁ (2 — p) P2

Ul = \/217?—&04%00 e "% cost
Yl = F \/71T_ao8%op e~?/% sin fet®

Yoo = \/:))171-—%811@0 (27 — 18p+2p%) e

Yo = \/317T—a0 811a0 (6—p)pePcos
Ui = jF\/%aOS%O (6 — p) pe ' sin fe**?

Vi = \/%%&Lao(fs_ﬂ)ﬂep/?’cos@
Vi = 7 \/71T_‘10 81%10/)2 e~ */3 sin 6 cos B
¢gi2 = ! 1 0* e P/3 gin2 PeTie

v/mag 162aq
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