5 Reprezentacje polozeniowa i pedowa

Jak dyskutowalismy to poprzednio, operatory mozna zdefiniowaé abstrakcyjnie, a w prak-
tyce uzywaé ich w jawnej postaci w jakie$ konkretnej bazie. W mechanice kwantowej dwie
bazy sa wyr6znione: baza wlasna operatoréw potozenia i baza wlasna operatoréow pedu.
Jawng postaé¢ dowolnego operatora Q w tych bazach okredla sie jako operator Q W repre-
zentacji potozeniowej lub w reprezentacji pedowe;j.

5.1 Reprezentacja potozeniowa

Stany wtasne operatora potozenia
T|x) =x|x). (5.1)

tworza baze¢ numerowana ,ciaglym indeksem” x. Stany wtasne |z) tworza uklad zupeiny

I= /dx |z) (|, ('] z) = 6(2' — ). (5.2)

i sa znormalizowane do delty Diraka. Rozklad dowolnego stanu w tej bazie przyjmuje
postac

) = [ do ) (@10} = [ dle) i), 5:3)

gdzie wspotezynniki rozktadu
(z |} = () (5-4)
nosza nazwe funkcji falowej i okreslaja amplitude prawdopodobienistwa na otrzymanie

wartosci polozenia réwnej x w wyniku pomiaru na stanie [¢). Iloczyn skalarny przyjmuje
postac

<mw=/wwwuwww@w=/mwmwm (5.5)

5.2 Przedstawienie pedowe

W przedstawieniu polozeniowym operator pedu przyjmuje posta¢ p = —ihd/0x, a funkcja
wlasna operatora pedu

—@'hf%up(x) = puy(z) = uy(r) = A", (5.6)
Norma
+00 +oo
/ do sy (2)uy(2) = A / da 0PI o | AP S(p — ) (5.7)
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Stad (wybieramy rzeczywisa faze)
1
A= ) 5.8
\V2mh (58)

Aby moéwi¢ o przedstawieniu pedowym musimy zdefiniowaé stany wlasne operatora
pedu. W notacji Diraka

plp) =plp)
i podobnie jak stany |x) stany wlasne operatora pedu tworza uktad zupelny, unormowany
do delty Diraka

I= /dp p) (pl, | p) =60 —p). (5.9)

Stany wtasne pedu mozemy, tak jak kazdy stan, roztozy¢ na sktadowe w reprezentacji
potozeniowe;]

Ip) = / dz |z) (z |p) = / 0z |) (), (5.10)

gdzie wspotezynnikami rozktadu sa funkcje wlasne operatora p w reprezentacji potozenio-
wej
up(x) = (z |p) . (5.11)
Podobnie jak w przypadku operatora polozenia, dowolny stan [i)) mozemy roztozy¢
na sktadowe w bazie |p)

) = / dp 1) {p [9) = / ap|p) (). (5.12)

gdzie funkcja 3
¥(p) = (p ) (5.13)

jest amplituda prawdopodobienistwa na otrzymanie wartosci pedu p w wyniku pomiaru
pedu na stanie |¢)). OznaczyliSmy ja ,falka” podobnie jak oznacza sie transformate Fo-
uriera, gdyz — jak sie okaze — to faktycznie jest transformata Fouriera. Rzeczywiscie

) = [l /dx/dmp v |2') ()

/ dp p) ¢— i/l () (5.14)

_ * 1 e—ipar/ﬁ T
{plx) = (x[p)" = Nz (). (5.15)

gdzie uzyliSmy wtasnosci

Pomnozmy (5.14) przez (p|:

T . 1 —ipx/h T
1) = 00) = —— / dre /(). (5.16)

Przejscie od przedstawienia potozeniowego funkcji falowej do przedstawienia pedowego
jest transformata Fouriera. I na odwroét:

() =

\/ﬁ dpe™* M) (p). (5.17)
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5.3 Zmiana bazy

W poprzednim rozdziale dyskutowaliSmy zmiane¢ bazy dla dwoch niekomutujacych ope-
ratorow Ai B
i) = la;) Usi
J

z czego wynika, ze dla dowolnego operatora zachodzi

QY =" ULQ Uy,
75l

gdzie QgZ’b) sa odpowiednio przedstawieniami macierzowymi operatora Q w bazie |b;) i
la;). U jest macierza unitarna. Analogicznie mozemy napisa¢ zmiane bazy dla przypadku
gdy stany sg numerowane indeksem ciggtym:

Ip) = /dm’ |2") Uyrp. (5.18)

Mnozac to réwnanie z lewej strony przez (z| i korzystajac z (5.11) otrzymujemy

1 )
uy(x) = ———=eP/", 5.19
o) = (5.19)
Korzystajac z transformacji (5.18) mozemy przeliczaé¢ operatory z jednej bazy do dru-
giej. Najpierw jednak upewnijmy sie, ze nie popetniliémy zadnego btedu. W reprezentacji
potozeniowej

Uyp =

0

(e plv) = —ihg- (). (5.20)

Wstawmy jedynke
(@lplo) = [ do' (@l ple) (e 10) = [ do' (el ple’) ('), (521
Poréwnujac z poprzednim réwnaniem
0
b |2y = —ihd(z — 2')— 5.22
(el pla') = ~ihd(x — ') (522)

Ten wzor mozna wyprowadzi¢ korzystajac z (5.18):
mmm:/@@mmww>
=/m@mww

1 .
- d —ip(z’'—z)/h
2mh ppe
1 0 i
— — | dpih——¢"ir@@—x)/h
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W domysle ten obiekt dziala na jakas funkcje ¢ (z'), wiec wycalkujmy przez czesci

1 —_ 0
A\ —ip(a’—x)/h [ _ -
(alplet) = 5 [ dve (<ity )
= —ihd(x — x')i

oz

Jak wyglada operator potozenia w reprezentacji pedowej?

(Pl &) = /dw’dﬂfdp’ (pl 2') (| 2 |z) (=] ') (" )

=xd(z—1’)

1 . o
dr dp/efsz/hxezp z/h <p/ ’w>

~ 2rh

:/dple—ip:c/h |:_Z~haip/6ip’z/ﬁ:| 77D(p/)
— it [[dtstel —p) o)
= P —p)g v

~ ot 529

Dodatek: funkcja ¢ Diraka

Dystrybucje §(x) mozna rozumieé¢ jako granice pewnych ciagéw funkcyjnych. Dobrym
przyktadem jest ciag

(5.24)

|
10

Rysunek 1: Wykres funkcji sin kR/k dla mal ego R (linia czerwona) i dla duzego R (lina niebieska).

Warto narysowaé¢ wykres funkcji 0g(k) = 2sin Rk /k dla réznych R. Widzimy, ze w
miare jak R dazy do nieskoniczonosci wartosé funkeji dg(k) w zerze dazy do oo, a podstawa
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Ak = 27 /R dazy do zera. Latwo sie przekonaé, ze calka z dg(k) pozostaje jednak stala

+o0 1 +oo R
sin Rk
/dlﬁ(sR(H) 7T/d/fR T

Wprowadzajac nowa zmienng £ = Rk otrzymujemy, ze

+00 +00 ne
_4 drk S (k) = l dgsf

Calka ta nie zalezy od R. Aby wykazaé, ze jest roéwna 1 rozwazmy catke z funkcji analitycz-
nej f(z) podzielonej przez z po konturze C, ktory sktada sie z duzego tuku o promieniu R,
odcinka (—R, —r), malego tuku o promieniu r i odcinka (r, R) w granicy » — 01 R — 0.
Wewnatrz konturu C' nie ma osobliwosci wiec

[t [t [t [t

Znak przy C, jest ujemny ze wzgledu na kierunek obiegu. Zalozymy, ze f(z) znika w
nieskonczonoéci, wtedy catka po Cg znika. Z kolei catka po C). wynosi:

Tr .
. o f(re?)
] dp ir ¢
r% ir e . 6’9
0

=17 f(0).

Definiujac catke od —oo do 400 w sensie wartosci gtéwnej mamy:

+oo

P/dx@sz(oy (5.25)

Podstawiajac za f(z) = ¢* i poréwnujac czesei urojone (5.25) otrzymujemy

—+00

sinx
/dx = 7mcos(0 =,

T

—00

gdzie opuscilismy symbol P, poniewaz sin x /x nie ma osobliwosci. Stad catka z § Diraka

+o0 400 1 +oo . f
: sin
/ dré(x) = }%gr;o dx dr(x) = - / £ = 1. (5.26)
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Jest to podstawowa cecha funkcji § Diraka: calka po osi rzeczywistej wynosi 1. Funkcja
d(z) Diraka scatkowana z dowolng (ale porzadna) funkcja prébng g(x) daje wartosé g(0).
Rzeczywiscie, dla reprezentacji (5.24)

+00 +o0 .
[ des@)g) = 1 fim [ do g
h 1 = £ ¢
. Sin
Z;}%ggo/df o)
1 sine
S1n
=g<0>;_/ =
= g(0). (5.27)

Powyzszy dowdd nie jest w pelni Scisty, poniewaz do$¢ beztrosko zamienilismy kolej-
nos¢ przejscia granicznego z R — oo i catke po dr. Wynik ten jednak mozna do tatwo
zrozumie¢ intuicyjnie. W miare jak R ro$nie, wktad do catki pochodzi tylko z waskiego ob-
szaru wokot @ = 0, gdzie funkcja g(z) w poréwnaniu z dg(x) jest prawie stata: g(z) ~ ¢(0)
i mozna ja wyciagna¢ przed catke, ktora na mocy (5.26) réwna jest 1.

Zauwazmy, ze
+R

1 i 1 .

Doy SAR L /dx e, (5.28)

T R—o0 K 2T R—oo

“R
Czyli, przy okazji udowodnilismy, ze
a
d(k) = Py / dx €', (5.29)
6 Zasada nieoznaczonosci
6.1 Gaussowski pakiet falowy
Rozwazmy pewna szczegdlng funkcje falows
7k
¥(x) (k) ™,

~ ) Var

gdzie ¥ (k) wybierzemy jako funkcje Gaussa:

D) sl

1
N Vo eXP <_ 2x
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Funkcja ta jest unormowana (w kwadracie):

—+00

/dkw( \/_ / d exp <—@> ~1 (6.2)

—00

Dla tak dobranej ¢ (k) tatwo wyliczyé ¥ (z):

W(z) = % +OO\;lk_eXp ( W —l—ik::z:) |

Przesledzmy krok po kroku wyliczenie tej caltki. Po pierwsze zmierimy zmienne k = k — kg
i dopelijmy do kwadratu

. +o0

() ethkox dk /{2 + n Qo < Qo 2)

T) = —— exp| —— +ikr+—x%exp(—=
Yo \/ P 2 P 2

+00
—exp(zkom—a 2)\/;_0[ \(/M_ ( 1 — (K* —2ikaz — o’ x))

Wprowadzajac nowa zmienng kg = icur, argument eksponenty na mocy wzoru (6.2) réwna

jest v2ma. A zatem
(1(152
W(r) = i‘/ge_2 etkor (6.3)
™

A zatem pakiet falowy v (z) ma posta¢ zblizona do fali plaskiej o liczbie falowej ko, ale
o zaleznej od potozenia amplitudzie o ksztalcie gaussowskim. Funkcja (6.3) jest unormo-

wana: . o
« « (67 —ox?
\/;/dxw(x)w(:v):\/;/dxe =1

Sredni ped dla takiego pakietu falowego wynosi

(p) = % +/Oodk hexp (—W) ~ Bk,

a $rednie odchylenie kwadratowe pedu:

k— ko)? «Q
o*(p) = \/ﬁ dk (k — ko) exp(—u)—ff—.
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7 kolei srednie polozenie dane jest jako

+o0
(07 2
<£L‘>\/7 ;/ rxe =0,

a Srednie odchylenie kwadratowe polozenia

“+o00
2 a 2 —ax? 1
g (37) \/;/ e 2a

o*(p)o*(z) = hzz (6.4)

Definiujac nieoznaczono$é pedu i nieoznaczono$é potozenia jako

Ap =+/0%(p), Az =+/0%(x)

Zauwazmy teraz, ze

mozemy (6.4) przepisa¢ jako

ApAx = g (6.5)
Zwiazki (6.4) i (6.5) nosza nazwe zasady nieoznaczonosci Heisenberga. Ze zwiazkow tych
wynika, ze w okreslonym stanie ¢, ktory tu wybraliSmy jako gaussian, ped i potozenie
znane sa z dokladnoscia, ktorych iloczyn jest staly, rzedu h. W miare jak bedziemy
zmniejsza¢ Ap wzrastaé bedzie Ax. I odwrotnie, w stanie o matym Az ped bedzie prak-
tycznie nieokreslony. Powstaje pytanie, na ile ogdlna jest to zasada i na ile zalezy ona od
wyboru stanu .

6.2 WielkoSci sprzezone

Rozwazmy dwa operatory hermitowskie A i B, takie ze
[A,B] el
gdzie C jest tez operatorem hermitowskim. Niech
a=<A>y=(U|Ap),
b=<B>y=(¥| B¢,

gdzie stan [¢) jest unormowany. Zdefiniujmy operatory

~

SA:A—CL,

A

=B —b.

S
W

Latwo wykazac, ze

[&,33} el
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Rozwazmy teraz pomocnicza catke zalezna od rzeczywistego parametru a:
N . 2
I(a) = /d3r ‘(a(SA - i53> w(r)‘ >0, (6.6)

gdzie ¥ (r) = (r| ¢) . Calka ta jest zawsze dodatnia. Poniewaz operatory 04,05 sa her-

mitowskie
I(a) = / d'r ((ada—ids)v) (b —iby) v
= [ v {(aba+iba) (aba — i6n) } 0
= [ v {0284 5y~ ia b6 o
_ /d3r W* {a28i+82+aé}w

— a0 (A) + 0%(B) + a <c>w > 0.

Ostatnia nieréwnosé¢ musi byé¢ spelniona dla kazdego a, a zatem wyznacznik réwnania
kwadratowego na o musi by¢ ujemny lub réwny zero:

~ 2_ 9, A 9, A
<c>¢ 10%(A)o2 (B) < 0.

Stad natychmiast otrzymujemy, ze

(o

4

20 AVA2 (R
0y (A)oy,(B) = (6.7)
A zatem zasada nieoznaczono$ci wynika z nieprzemiennosci operatorow AiB. To czy
we wzorze (6.7) bedziemy mieli znak rownosci, czy silnej nieréwnosci zalezy od stanu 1,
po ktorym sredniujemy. W szczegolnosci, dla operatoréw pedu i potozenia otrzymujemy

h

ApAzx > 5

Warto w tym miejscu wspomnieé¢ o innej zasadzie nieoznaczonosci wiazacej czas z

energiag. Poniewaz w mechanice kwantowej czas jest parametrem i nie odpowiada mu

zaden operator, zasada ta nie daje sie wyprowadzi¢ w pokazany wyzej sposob. Wrocimy
do tego problemu w jednym z nastepnych rozdziatow.
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