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1 Wstep

Mechanika kwantowa zostalta sformutowana w potowie lat dwudziestych XX wieku jako
narzedzie opisu zjawisk mikro$wiata, tj. zjawisk zachodzacych na skale atomowa i do dzi§
stanowi podstawowa teorie zjawisk atomowych. Bezposrednim bodZcem powstania me-
chaniki kwantowej byt brak poprawnego opisu teoretycznego w ramach fizyki klasycznej
szeregu faktow doswiadczalnych, zgromadzonych z koncem XIX wieku. Do najwazniej-
szych zaliczy¢ nalezy (oprocz oczywiscie promieniowania atomow):

e promieniowanie ciata doskonale czarnego,
o cfekt fotoelektryczny,
e efekt Comptona.

Okazalo sie, ze energia jest emitowana (badz absorbowana) nie w sposéb ciagly, jak
tego wymaga opis klasyczny, ale porcjami, czyli kwantami. Stad wziela sie zreszta nazwa
mechanika kwantowa. Oczywiscie fakt emisji energii porcjami wymaga istnienia porcji
minimalnej (inaczej mozliwa bytaby emisja ciagla), a wiec statej przyrody, ktora okresla
wartos$¢ energii owej porcji minimalnej. Ta nowsa, odkryta na poczatku stulecia stalg, jest
tzw. stata Plancka:

h = 6.626075510 x 107** J.s = 6.626075510 x 10°*" erg-s. (1.1)

Warto zwrocié uwage na to, jak mala jest to liczba. Ma ona wymiar dziatania (ener-
gia-czas). Podniesieniu 1 kg cukru na wysokos¢ jednego metra w czasie 1 sekundy odpo-
wiada w przyblizeniu dziatanie 1/10 J-s. Zatem o istnieniu minimalnej porcji energii w
zyciu codziennym mozna catkowicie zapomnie¢. Dopiero badajac zjawiska, dla ktorych
typowe wartosci dzialania sa poréwnywalne z h, ujawnia sie istnienie porcji podstawowej
i mechanika klasyczna przestaje sie stosowa¢. Rozumowanie to mozna odwrocié: jesli w
mechanice kwantowej formalnie wykona¢ przejscie graniczne h — 0, to prawa kwantowe
powinny sie zredukowaé¢ do praw mechaniki klasycznej. Jest to tresé sformutowanej przez
Nielsa Bohra tzw. zasady korespondencyi.

Druga idea teoretyczng jest tzw. dualizm korpuskularno falowy. Okazuje sie, ze nie-
ktore doswiadczenia dotyczace promieniowania elektromagnetycznego, ktore zgodnie fi-
zyka klasyczna ma charakter falowy, mozna wytlumaczy¢ jedynie zaktadajac, ze promie-
niowanie to sklada sie ze strumienia czastek, tzw. fotonow (efekt fotoelektryczny). Z kolei
strumienie czastek, np. elektronéow, wykazuja charakter falowy (np. zjawisko dyfrakeji).
Ta ostatnia idea pochodzi od Lousia de Broglie’a.

Kolejnym aspektem mechaniki kwantowej odrézniajacym ja od mechaniki klasycznej
jest nieistnienie trajektorii ruchu czastki w rozumieniu fizyki klasycznej. Wynika to z
zasady nieozaczonosci Heisenberga, ktéra moéwi, ze nie mozna jednoczesnie okresli¢ poto-
zenia i pedu (a wiec predkosci) czastki.

W konsekwencji mechanika kwantowa jest teoria probabilistycznag, co oznacza, ze teory-
tecznie mozemy podac jedynie prawdopodobieristwo z jakim czastka w danym momencie
znajdzie sie w danym punkcie przestrzeni.



Wspomniane wyzej idee teoretyczne zaowocowaly w latach dwudziestych powstaniem
pelnej, matematycznie poprawnej teorii — mechaniki kwantowej, sformutowanej nieza-
leznie przez Erwina Schrodingera i Wernera Heisenberga. Teoria ta dawata nie tylko
jakosciowe, ale takze iloSciowe wyttumaczenie zjawisk atomowych.

Poczatek wieku XX to takze powstanie szczegélnej i ogolnej teorii wzglednosci Alberta
Einsteina. Szczegoélna teoria wzglednosci jest w gruncie rzeczy kinematyczna konsekwenja
prostego faktu doswiadczalnego: stalosci predkosci §wiatta c¢. Stynny wzér Einsteina:

E? = m*ct + p2c? (1.2)

podaje zwiazek miedzy energia a pedem i masa spoczynkowsa czastki swobodnej. Jest to
zwigzek miedzy kwadratem energii a kwadratem pedu, gdy tymczasem zwiazek klasyczny:

—2

E= §_m + const. (1.3)

wigze liniowo kwadrat pedu z energia. Mechanika kwantowa Schrodingera i Heisenberga
nie respektuje zaleznosci (1.2) i z tego wzgledu jest teoria nierelatywistyczng. Sformu-
towanie teorii kwantowej respektujacej zwiazek Einsteina udato si¢ Paulowi Dirakowi.
Roéwnanie Diraka ma dwie niestychanie wazne konsekwencje: pojawienie sie spinu, ktory
w nierelatywistycznej mechanice kwantowej trzeba byto wprowadzac¢ ,rekami” oraz prze-
widzenie istnienia antyczastek.

Inna konsekwencja szczegolnej teorii wzglednosci jest to, ze oddzialywania nie sa na-
tychmiastowe. Rzeczywiscie, na przyktad zmiana potozenia jadra jest ,wyczuwana” przez
elektron po bardzo krotkim, ale jednak skonczonym czasie. Ten aspekt teorii Einsteina
nie jest zawarty w rownaniu Diraka, ktore jest w gruncie rzeczy réwnaniem czastki swo-
bodnej. Dalszym uogoélnieniem relatywistycznej mechaniki kwantowej, ktore bierze pod
uwage i ten aspekt teorii wzglednosci jest relatywistyczna teoria pola.

Wspoblezesne sformutowanie mechaniki kwantowej zawdzieczamy Richardowi Feynma-
nowi. Jest to podejscie oparte o matematyczny formalizm tzw. catek po trajektoriach,
ktory znajduje takze zastosowanie w kwantowej teorii pola.

Cecha odrozniajaca mechanike kwantowsa od klasycznej, na ktorej Feynman opart swoj
formalizm, i ktora ma daleko idace konsekwencje rachunkowe i interpretacyjne jest pro-
babilistyczny charakter mechaniki kwantowe;j.

2 Prawdoodobienstwo i amplitudy
prawdopodobienistwa'

2.1 Prawdopodobienstwo

Dla zjawisk powtarzalnych prawdopodobienstwo zdarzenia A mozna okresli¢ jako

na~paN (2.1)

1Za wykladami Jamesa Binney i Davida Skinnera, Merton College, Oxford.



gdzie N jest calkowita liczba prob (np. rzutéow kostka), a na jest liczba przypadkow, w
ktorych zaszlto zdarzenie A (np. liczba rzutow kostka, w ktorych wyszta jedynka). Dla
skoniczonych N stosunek n4/N fluktuuje z N. Prawdopodobieristwo p4 natomiast jest
liczba < 1, ktora nie zalezy od N. We wzorze (2.1) prawdopodobieristwo p4 nalezy wybrac
tak, aby te fluktuacje malaly ze wzrostem N.

Czesto mamy do czynienia ze zdarzeniami ztozonymi. Jesli A jest zdarzeniem, ze
rzucajac kostka bialg uzyskamy 1, a B ze kostka czerwona pokaze 5, to zjawisko AB
(rzucamy dwie kostki, kostka biata pokazuje 1 i kostka czerwona 5) zachodzi z prawdopo-
dobienstwem

p(AiB) = pasp = papp. (22)

Wzor (2.2) jest prawdziwy, tylko gdy zdarzenia A i B sa niezalezne (wynik rzutu kostka
biata nie wptywa na wynik rzutu kostka czerwona).

W jednym rzucie kostka mozliwy jest tylko jeden wynik. Dlatego otrzymanie 1 w rzucie

kostka biata (zdarzenie A) wyklucza otrzymanie 2 (zdarzenie C); A i C sa zdarzeniami
roztgcznymi. Prawdopodobienstwo, ze w rzucie biata kostka otrzymamy 1 lub 2 jest suma

p(Alub B) = paip =pa + ps. (2.3)
W rzucie kostka mamy n = 6 mozliwych zdarzen: otrzymanie 1 lub 2 lub ... lub 6.
Poniewaz nic innego nie moze si¢ sta¢, prawdopodobieristwo

p(1lub2lub3. . . lubn) =1=> p;. (2.4)
=1

Jezeli wszytkie wyniki sg jednakowo prawdopodobne
1
= —. 2.5
pi= (2.5)

2.2 Wartos$é oczekiwana

Zmienna losowa z to wielkos¢, ktora mierzymy, a waro$é¢ ktoéra otrzymujemy w wy-
niku pomiaru pojawia sie z pewnym prawdopbobienstwem. Pozostajac przy przyktadzie
dyskretnym (rzuty kostka), zmienna losowa x; moze przyjmowaé¢ wartosci od x; = 1 do
xg = 6. Wartosé oczekiwana zdefiniowana jest jako:

() = Z%pz (2.6)

Dla zdarzeni powtarzalnych, srednia waro$é T uzyskana w N probach dazy do (x) gdy N
jest bardzo duze.

Dla dwoch (lub wiecej) zmiennych losowych, = oraz y, niech p;; bedzie prawdopodo-
bienistwem, ze w pomiarze x otrzymamy wynik x;, a w pomiarze y wynik y;. Wartos¢



oczekiwana sumy wynosi

<$ + y> = Z (xz + yj Pbij = szpz] + Z Y;iDij
_szzplﬂ_'_zyjzpm (2.7)

Ale Zj pi;j jest prawdopodobientwem otrzymania x; bez wzgledu na to jaki jest wynik

pomiaru y. Zatem
§ pl] z 7 § pl] p_] ) (28)
J

czyli
(x+y) =(x)+ (). (2.9)

Wartosé oczekiwa sumy dwoch zmiennych losowych jest suma ich wartosci oczekiwanych,
bez wzgledu czy sa to zmienne losowe niezalezne.
Miara fluktuacji zmiennej losowej jest wariancja:

((@=(2))") = (*) = 2(x (@) + {(2)°) = (°) — (2)". (2.10)

2.3 Amplitudy prawdopodobienstwa

Wiele dziedzin naukowych postuguje sie rachunkiem prawdopodobienistwa, ale mechani-
ka kwantowa odréznia sie od nich sposobem, w jaki wylicza sie prawdopodobienstwa.
Bowiem tylko w mechanice kwantowej prawdopodobienstwo p jest dane jako kwadrat
modutu pewnej liczby zespolonej A zwanej amplituda prawdopodobienstwa:

p=|AP. (2.11)
A x
Lgl B ’__,:"‘ .
s _ - ASI
s, |

Rysunek 1: Eksperyment z dwoma szczelinami.



W mechanice kwantowej oméwione powyzej wtasnosci prawdopidobienstwa przeno-
sza sie na amplitudy, co pociaga za soba pojawianie sie nowych zjawisk, ktore nia maja
analogii w fizyce klasycznej. Przypu$émy, ze pewne zjawisko moze zaj$¢ na dwa roztaczne
sposoby s1 lub s , z ktorych kazdy opisany jest amplituda prawdopodobienstwa A(ss)
oraz A(s1). Dla ustalenia uwagi, rozwazmy dzialo elektronowe, z ktérego wystrzeliwujemy
elektrony w kierunku ekranu F. Przed ekranem w odleglosci L znajduje si¢ przestona
z dwoma szczelinami S;». Rozumujac klasycznie, elektron wystrzelony z dziala moze
dosta¢ sie do ekranu albo przez szczeline S; (trajektoria si), albo przez szczeline So
(trajektoria sp). Kwantowo amplituda prawdopodobienstwa, ze elektron dotart do ekranu
ktorakolwiek droga wynosi:

A(s1 lub s5) = A(s1) + A(ss). (2.12)

Ta zasada zastepuje zasade dodawania prawdopodobienstw (2.3). Jest ona jednak sprzeczna
z rownaniem (2.3) gdyz prawdopodobienstwo dotarcia elektonu do ekranu nie jest suma
prawdopodobinstw przejscia przez szczeline S; i S;. Rzeczywiscie:

p(s1lub sg) = |A(sy lub 52)|2 = |A(s1) + A(32)|2
= [A(s1)]* + [A(s2)]* + (A" (s1) A(s2) + A(s1) A" (52))
=p(s1) +p(s2) + 2Re (A*(s1)A(s2)) . (2.13)

Ostatni czton 2Re (A*(s1)A(s2)) odréznia wynik klasyczny od kwantowego. Zauwazmy,
ze zalezy on od wzglednej fazy amplitud A(s;) i A(sz), pdezas gdy w p(s1) 1 p(s2) fazy
nie wystepuja. Rzeczywiscie, jesli

= |A]e”

mamy

(A*(s51)A(s2) + A(s1)A%(52)) = |A(s1)] [A(s2)] ['#1o2) 701D emilelsa)mels1))]
= 2[A(s1)][A(s2)] cos(ip(s2) = ¢(51))- (2.14)

Czton ten jest odpowiedzialny za kwantowa interferencje. Zauwazmy, ze czton interferen-
cyjny pojawia sie tylko wtedy, kiedy nie wiemy, przez ktora szczeline przeleciat elektron.

Sprobujmy zastanowic sie, jak wyglada rozktad prawdopodobienistwa znalezienia elek-
tronu w zmiennej r wzdluz ekranu E. Oznaczajac odpowiednie prawdopodobienstwa
indeksami 1 lub 2 mamy

p(x) = p1(x) + po() + I (),
() = 2¢/p1(2)pa(2) cos(py(x) — o (). (2.15)

Cho¢ nie dysponujemy jeszcze formalizmem, zeby wyliczy¢ p(x), to mozna przyjac, ze
prawdopodobienistwa p; () sa funkcjami ,wypikowanymi” wokot klasycznego obrazu szcze-
lin na ekranie F, tak jak to przedstawia rysunek 2. Suma prawdopododobieristw jest wiec
funkcja o 2 maksimach.



Rysunek 2: Prawdopodobienstwo jako suma dwoch funkcji Gaussa .

Z kolei, aby wyliczy¢ czlon interferencyjny, musimy zatozy¢ co$ o zaleznosci faz ¢ ,
od z. Jak sie przekonamy, zaleznos¢ ta z dobrym przyblizeniem jest liniowa. Zatem

I(x) = 2+/p1(z)pa(x) cos(ax), (2.16)

gdzie stala a zalezy od energii i masy wystrzeliwanych czastek, odleglosci ekranu od
szczeelin itd. Okazuje sie, ze dla rozsadnych wartosci tych wszystkich parametrow typowa
odleglosé miedzy maksimami oscylujacej funkcji I(z) dla dziala elektronowego jest rzedu
utamkoéw milimetra, zas dla zwyklej strzelby na ,klasyczne” naboje, odlegloéé ta jest
niewyobrazalnie mala, rzedu 1072 m! Sytuacja ta jest przedstawiona na rysunku 3.
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Rysunek 3: Czton interferencyjny: z lewej przypadek kwantowy z prawej klasyczny .

Dodajac czton interferncyjny do sumy prawdopodobieristw py(x) 4 po(z) otrzymujemy
rozktad pokazany na rysunku 4. A zatem czlon interferencyjny jest wyraznie widoczny
zarowno dla przypadku z elektronami jak i ze zwyklymi kulami. Jednakze w przypadku
klasycznym oscylacje sg tak geste, ze nie jesteSmy w stanie ich zaobserwowaé, gdyz roz-
dzielczo$¢ aparartury pomiarowej jest rzedy wielkosci wieksza niz okres oscylacji. W
rzeczywistosci mierzony rozktad jest $rednia

T+

psle) = 55 [ do'p(a) (2.17)

r—0



Rysunek 4: Prawdopodobienstwo z cztonem interferencyjnym: z lewej przypadek kwan-
towy z prawej klasyczny .

gdzie 0 jest rozdzielczoscig aparaturowa. Wynik takiego u$rednienia jest pokazany na
rysunku 5. Widzimy, ze dla przypadku kwantowego takie usrednienie praktycznie nie
zmienia rozkladu prawdopodobieristwa p(x) (krzywa czerwona) i mamy

Pexp () = p(z). (2.18)

Natomiast w praypadku kwantowym usrednianie praktycznie catkowicie wyzerowuje czton
interferencyjny, tak ze

pexp(x) =D (iL‘) +p2($) (219)

Rysunek 5: Usrednione rawdopodobieristwo z cztonem interferencyjnym: z lewej przypa-
dek kwantowy (czerwona linia bez usrednienia), z prawej klasyczny.

3 Ewolucja ukladu w czasie, trajektorie kwantowe

Amplitude prawdopodobienstwa okreslajaca rozktad polozenia czastki w przestrzeni w
okreslonej chwili czasowej ¢t nazywamy funkcjg falowq i oznaczamy (x,t). Pytanie: jak
ewoluuje w czasie funkcja falowa stanu kwantowego? Najpierw zajmiemy sie ruchem
czastki w jednym wymiarze.



3.1 Trajektorie klasyczne

Klasyczne réwnania trajektorii czastki opisanej funkcja Lagrange’a

L= %mi:Q —V(x) (3.1)

wyprowadza sie z zasady najmniejszego dziatania. Dziatanie zdefiniowane jest jako

to

Sla] = / L(, 2, ¢) dt. (3.2)

t1

Klasycznag trajektorie Z(t) otrzymuje sie z zadania, aby dla S bylo minimalne. Rozwazmy
inng trajektorie
z(t) =2(t) +yt), ylt)=y(t2) =0, (3.3)

przy czym
f(t1> = T, T(tz) = T9.

Wyliczmy dziatanie dla trajektorii (3.3) z doktadnoscia do wyrazow liniowych w y:

to
Sz +y] :/L(f+y,f+y,t)dt

t1
to

: oL oL
= / [L(E, T, t) + ya—x + y%} dt

t1

to
_ d oL OL
= S[ZE] —|—/ {—ag + %} ydt.

t1

Zarzadamy teraz aby czton liniowy w y zerowal sie:
S=ST+yl -5 =0 (3.4)
dla dowolnego y. Stad otrzymujemy klasyczne réwnania ruchu

doL oL

Gior Tar Y

ktorych rozwiazaniem jest klasyczna trajektoria Z(t). Odpowiadajace jej dziatanie nazy-
wamy dziataniem klasycznym:

Sa = S[7]

Trajektorie rézne od Z(t) charakteryzuja sie na ogol dzialaniem znacznie wiekszym
od S., za wyjatkiem trajektorii bardzo bliskich Z(t), dla ktérych na mocy warunku (3.4)
dziatanie jest praktycznie rowne S.



3.2 [Ewolucja jako sumowanie po trajektoriach

W mechanice klasycznej stwierdzenie, ze czastka w chwili ¢, znajduje sie w punkcie z,
jest jak najbardziej uprawnione, w mechanice kwantowej mozemy mowi¢ tylko o praw-
dopodobienstwie znalezienia czastki w punkcie x,. W mechanice klasycznej w chwili ¢,
czastka znajdzie si¢ w punkcie x, = Z(t,). Postawmy pytanie: jak w mechanice kwantowej
wyglada prawdopodobienstwo znalezienia czastki w punkcie x, w chwili ¢;, jesli znamy
amplitude prawdopodobienstwa w chwili ¢,?7 OdpowiedZ na to pytanie podat R.P. Feyn-
man, ktory zapostulowal, ze szukana amplituda prawdopodobienstwa 1) (xy, t,) dana jest
wzorem

vlant) = [dn, 30 e, 1), (3.5)

trajektorie
od x4 do xp

Przeanalizujmy wzor (3.5). Najpierw ustalamy punkt z, i konstruujemy wszystkie
trajektorie prowadzace od z, — z,. Dla kazdej takiej trajektorii wyliczamy dziatanie
Slza — ). Nastepnie wykonujemy sume czynnikow fazowych dla wszystkich trajektorii
i mnozymy wynik przez ¥ (z,,t,). Cala te procedure powtarzamy dla wszystkich x,.
Interpretujac te procedure w jezyku fizyki klasycznej, mozemy powiedzie¢, ze czastka
dochodzi do z, po wszystkich mozliwych trajektoriach. 7 kolei najwiekszy przyczynek
pochodzi od trajektorii klasycznej i bliskich jej trajektorii, poniewaz dla nich dziatanie jest
prawie stale. Dla pozostatych trajektorii dzialnie zmienia sie i czynniki fazowe exp (i/h .S)
beda sie w praktyce znosi¢. Wielkos¢é

K(wy,ty g te) = Y erSleemal (3.6)

trajektorie
od zq do xy

nazywamy propagatorem.

3.3 Interferencja fal materii

Przeanalizujmy teraz prosty przyklad jednowymiarowy, ktéry pozwoli nam zrozumieé
istote eksperymentu z interferencja fal materii. Rozwazmy propagacje od t, — t; i dalej
ty — t.. Zgodnie z (3.5) i (3.6)

U(xe, t) = / dayK (¢, b)) (zp, ) = / dxy K (c, b)/ dx K (b, a)(xe,t,). (3.7)
Jest to bardzo wazny wzor okreslajacy prawo sktadania propagatorow:
K(c,a) = / dxy, K(c,b) K(b,a). (3.8)

Zalozmy teraz, ze w chwili ¢, wstawiamy ekran z dwoma matymi szczelinami wokot € i
—&. Nastepnie w chwili ¢, obserwujemy rozklad czastek na osi . Przy tak zrealizowanym



eksperymencie mamy pewnos¢, ze czastka przeszta przez ktoras ze ,szczelin” w ££. Wzor
(3.7) przyjmuje wowczas postac

—&+e

U(xe, te) = dxyK(c,b) [ dx,K(b,a)(zq,t,)
Joen]
E+e

+/dbe(c, b)/d%K(b,a)w(:pa,ta). (3.9)

E—e

A zatem funkcja falowa w chwili ¢, ma dwie sktadowe: jedna odpowiadajaca przejsciu
przez szczeling —¢ i druga odpowiadajaca przejsciu przez szczeling &:

P(Te, te) = 1/175(%:7 te) + ¢§<xcv te)- (3.10)

Jest to odpowiednik znanego nam juz wzoru na dodawanie amplitud. Obliczajac | (z., t.)|?
otrzymujemy 4 cztony

W(xcvtC)P = |w—§(xcvt0)|2 + Wg(xCatC)‘Q
+ wtf(xw tC)wg (3307 tc) + ¢2 (3307 tc)wfg(xc, tc) (311)

Dwa ostatnie cztony odpowiedzialne sa za interferencje.

Warto w tym miejscu zrobi¢ dwie uwagi. Po pierwsze przez caly czas rozpatrywalismy
propagacje jednej czastki. Interferencja jest tu wynikiem faktu nieistnienia toru czastki w
mechanice kwantowej i konieczno$ci uwzglednienia wszystkich trajektorii miedzy punktem
poczatkowym a koricowym. Po drugie, jesli w jaki§ sposob stwierdziliby$émy, ze czastka w
chwili ¢, przeszta np. przez szczeline &, to wowczas nie mielibyémy catkowania wokot —¢
i tym samym nie byloby interferencji.

Na koniec podamy jakosciowy argument za tym, ze interferencja zachodzi tylko dla
bardzo waskich szczelin, tj. dla malych e. Jezeli € jest ,duze”, to przez szczeline prze-
chodzi wigzka trajektorii bliskich klasycznej, dla ktérych dzialanie jest prawie stale i w
zwiazku z tym mozemy zaniedbaé przyczynki od trajektorii dalekich od trajektorii kla-
sycznej. Wowcezas uzyskany obraz nie bedzie réznit sie od klasycznego i falowa natura
czastek sie nie ujawni. Z kolei waska szczelina ,odfiltruje” wiekszosé trajektorii bliskich
trajektorii klasycznej i w zwigzku z tym powstaly za nia obraz bedzie w pelni kwantowy,
tzn. wszystkie trajektorie dadza jednakowy przyczynek i powstanie obraz interferencyjny.
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