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1. Znalez¢ energie czastki o masie m poruszajacej sic w nieskonczonej studni poten-
cjahu:
oo dla x<0
V(iz)=49 0 dla 0<2<1 .
oo dla 1<z

Oszacowaé energie stanu podstawowego korzystajac z zasady wariacyjnej, przyjmu-
jac jako funkcje probna:
¥(e) = Aa(1 — ).

Jak doktadne jest to oszacowanie?

Rozwigzanie
Rozwiazanie dokladne ¢ = Asin kz, gdzie k = V2mE/h daje w x = 1

n2n? K2

sink=0 - k=nmr —» E,= )
2 m

Energia stanu podstawowego:

Unormowanie funkcji probnej

1
2

A
Az/dx$2(1—x)2:% — A% = 30.
0

Druga pochodna funkcji probnej:

Srednia z hamiltonianu
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R? d? h? 30 12 h?
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Doktadnosé¢ 1.4 %.




2. Dwuwymiarowy oscylator harmoniczny

1 2 2 1 2 2 2
H:%(pxﬂpr)Jrgmw (" +y7)

poddany jest zaburzeniu
H' = w(py — xpy).

W pierwszym rzedzie rachunku zaburzen obliczyé¢ poprawke do energii stanu podsta-
wowego 1 pierwszego stanu wzbudzonego. Przedyskutowaé¢ degeneracje otrzymanego

spektrum.
WSKAZOWKA

. N 1

a = 93

meh ’
At mw 1
a' = —T—1
2h 2mwh’

Rozwigzanie

En:mny = hw(nx + ny + 1)

(0)

Stan podstawowy ma energie E;’ = hw i jest niezdegenerowany.

Pierwszy stan wzbudzony ma energie Eﬁo) = 2hw i jest dwukrotnie zdegenerowany:

W)l) = |170>’ |¢2> = |O’ 1>

w notacji [ng, ny).

Wyrazamy zaburzenie przez operatory kreacji i anihilacji

Ty = L<dT+di>aﬁk:i m—m@L—&k)-
2mw \° 2
Mamy
H = w;((al — agg) (aL + ay) — (a}; + ax) (a; — ay))
= Ww— ala;g +a};ay — QpQy — Ggply — afca; —I—alay — Qg ly + AzQy
2\~ ~—

1 otrzymujemy:



pamietajac, ze opearotory a, i aL komutuja. Obliczamy macierz H' w bazie zde-

generowanych funkcji falowych oscylatora niezaburzonego (stan podstawowy jest
1o / 1 _

anihilowany przez H', zatem E;’ = 0)

/__, O_]_
H = zhw{l 0 ]

ERI

Stad poprawka do pierwszego stanu wzbudzonego wynosi

Zdiagonalizowac

Efl) = Fhw

i calkowita energia

ED) = hw, BV = 3hw.

Obserwacja: stan podstawowy staje sie¢ dwukrotnie zdegenerowany. Okazuje sie, ze
jezeli policzy¢ rozszczepienia wszystkich poziomoéw, to degeneracja bedzie nieskon-
czona. To jest metoda na poziomy Landaua.

. Czastka o masie m porusza sie w potencjale V(z) (w jednym wymiarze). Spetnione
jest rownanie Schrédingera
Hn) =E,|n).

Udowodnié¢, ze
Z(En — Ey) |(n|z|0)]> = const.

n

WSKAZOWKA

Zbadaé érednig komutatora
(k[ [[H, ] ] k)

i skorzystac¢ z faktu, ze stany |n) tworza uklad zupelny.

Rozwigzanie

[H,z] = %[p{x] = % (p[p,x] + [p,z]p) = —i%n
[#,0],0] = —im fpya] = ——.



7, drugiej strony
(k[ [[H,x],2]|k) = (k|[Hz,2] - [zH, 2] [k)
= (k|Hx* —2zHx + 2> H |k)
= 2B, (k| 2% |k) — 2 (k| vHz |k)
= 2B, ) (klz|n)(n|e|k) =2 (klx|n) (n| H|I) (|2 ]k)

= 28,3 |l x k)~ 23 By (o]« k)
= 2 (Be— B l(nl s W)

Stad mamy
2

2
= — = const.
m

25" (Ba — B l(n] @ [k)|

Ktadziemy k£ = 0 i mamy wzoér z zadania.

. Wzo6r Rodriguesa dla wielomianéw Legendre’a. Wykazaé, ze n-ta pochodna funkcji

fal@) = (a® = 1)"
spelnia rownanie Legendre’a

% {(1 - ) 2 ] +n(n+1)Pz) = 0.

WSKAZOWKA

Skorzystac¢ ze wzoru Leibniza:

%@(I)h@)): Y k!m”i b [ d‘fkg(x)] {d"—lh(x)}.

Rozwigzanie

Przepiszmy réwnanie Legendre’a
(1—2)P"—2zP +n(n+1)P=0.

Zrozniczkujmy f, po x:
fl(x) = 2na(z? — 1)" 1.

n



Mnozac stronami przez (z? — 1) dostajemy réwnanie rézniczkowe na f,:
(1= 2%) fo(@) + 2na fo(z) = 0.
Zrozniczkujemy jeszcze raz

(1 —2)f)(x) +2(n — Daf!(x) + 2nf.(x) = 0. (1)

Zastosujmy wzor Leibniza. W przypadku kiedy g(z) = 2 wklad daja tylko pierwsze
trzy cztony:

d" dn+2 dn+1 n

d
" (2% f"(x)) = a? dx”+2f<x> - anmf(x) +n(n — 1)wf(;c)

a w przypadku g(x) = x pierwsze dwa:

dn dnJr 1 dn

o (01 (@) = s f @) 4 e f ()

Stosujac te wzory do (1) dostajemy

0 = (1—2)fr? —2naf"* —n(n— 1) f" +2n— Daf™ +2n(n — 1) f + 2nf"
= (=277 = 2f +nln+ 1S5

Otrzymane rownanie jest rownaniem Legendre’a dla
n

P,=A,—
dz™

(= 1)"
Stala normalizacyjna (nie nalezy to do zadania) najlepiej obliczy¢ z warunku P,(1) = 1.
Majac na uwadze, ze

—(2* = 1)" = 2"nla" + O(2* — 1

T (x ) nlz" + O(x )

dostajemy
A, =

2npl’



