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1. Prosz¾e rozwa·zýc radialne równanie Schrödingera w potencjale V (r) = 0 dla energii
E = �h2k2=(2m) > 0 przyjmuj ¾ac, ·ze funkcja falowa separuje si¾e na cz¾éśc k ¾atow ¾a i
radialn ¾a

 klm(~r) = Rkl(r)Y
m
l (#; '):

Dla cz ¾astki swobodnej gdy potencja÷znika, równanie to jest znane jako zmody-
�kowane równanie Bessela. Rozwi ¾azác to równanie dla l = 0 de�niuj ¾ac now ¾a funkcj¾e
u(r) = r Rk0(r).

Aby rozwi ¾azác to równanie dla l 6= 0 nale·zy

� zde�niowác �kl(r) = Rkl(r)=r
l i wyprowadzíc równanie na �kl(r),

� zró·zniczkowác to równanie po r,
� zde�niowác now ¾a funkcj¾e fkl(r) = r �0kl(r),

� porównác równanie na fkl z wyj́sciowym równaniem na �kl i zgadn ¾ác wzór
rekurencyjny ÷¾acz ¾acy �kl+1 z �kl,

� rozwi ¾azác rekurencj¾e i znaléźc Rkl(r) dla l = 1; 2, etc.,
� znaléźc asymptotyk¾e Rkl(r) dla du·zych r,
� startuj ¾ac z wyj́sciowego równania na Rkl(r) znaléźc zachowanie w zerze.

2. Korzystaj ¾ac z wyników poprzedniego zadania znaléźc poziomy energetyczne nieskońc-
zonej radialnej studni potencja÷u:

V (r) =

8<:
0 r � R

1 R < r
:

Uwaga, rozwi ¾azania dla kilku najni·zszych poziomów prosz¾e znaléźc numerycznie.

3. Cz ¾astka o masie m porusza s¾e w potencjale centralnym

V (r) = C ln(r=r0):

� Wykazác, ·ze wszystkie stany w÷asne zcharakteryzowane s ¾a t ¾a sam ¾a średni ¾a
pr¾edkósci ¾a. Wyliczýc t¾e pr¾edkóśc.

� Wykazác, ·ze odleg÷ósci pomi¾edzy poziomami s ¾a niezale·zne od wartósci masy
m.


