
31 Równanie Diraka

31.1 Równanie Kleina-Gordona dla cz ¾astki swobodnej

Równanie Schrödingera jest w rzeczywistósci operatorowym zapisem klasycznego zwi ¾azku

E =
~p 2

2m
(31.1)

gdzie p¾ed i energi¾e zat¾epujemy operatorami

~p! �i~~r; E ! i~
@

@t
: (31.2)

Najprostsze uogóleninie tej procedury na przypadek relatywistyczny, polega na u·zyciu
(31.2) we wzorze relatywistycznym

E2 = c2~p 2 +m2c4; (31.3)

co daje równanie zwane dzís równaniem Kleina-Gordona

�~2 @
2

@t2
' =

�
�~2c2~r 2 +m2c4

�
': (31.4)

Równanie to dopuszcza rozwi ¾azania w postaci fali p÷askiej

' = ei(
~k�~r�!t) (31.5)

gdzie
E = ~! = �

p
~2c2k2 +m2c4 (31.6)

Jak widác pojawiaj ¾a si¾e rozwi ¾azania o ujemnej energii, których interpretacja nie jest jasna
(antycz ¾astki).
Wyprowad́zmy teraz równanie ci ¾ag÷ósci (poprzez analogi¾e do równania Schrödingera).

W przypadku nierelatywistycznym mielísmy

@

@t
P (~r; t) + ~r � ~S = 0 (31.7)

gdzie

P =  � ; ~S = � i~
2m

�
 � ~r �  ~r �

�
(31.8)

Odejmijmy stronami równania

�~2'� @
2

@t2
' = '�

�
�~2c2~r 2 +m2c4

�
'

�~2' @
2

@t2
'� = '

�
�~2c2~r 2 +m2c4

�
'� (31.9)
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i
: (31.10)

Przepisuj ¾ac te równania jako

@

@t

�
'�

@

@t
'� '

@

@t
'�
�
= c2~r

h
'�~r'� '~r'�

i
(31.11)

widzimy, ·ze g¾estóśc pr ¾adu jest identuczna jak w przypadku nierelatywisycznym

~S = � i~
2m

h
'�~r'� '~r'�

i
(31.12)

natomiast odpowiednik g¾estósci prawdopodobieństwa jest wówczas dany jako

P =
i~
2mc2

�
'�

@

@t
'� '

@

@t
'�
�
: (31.13)

Tak zde�niowane P nie jest dodatnio okréslone, nie mo·zna go wi¾ec zinterpretowác jako
g¾estósci prawdopodobieństwa (po pomno·zeniu przez e mo·znaby jako g¾estóśc ÷adunku).
Jest to zwiazane z tym, ·ze równanie (31.4) jest drugieo rz¾edu w pochodnych po czasie.

31.2 Równanie Diraka dla cz ¾astki swobodnej

Dirac zaproponowa÷u·zycie zwi ¾azku liniowego, kosztem wprowadzenia niekomutu ¾acych,
bezwymiarowych obiektów ~� i � (macierze):

i~
@

@t
 =

�
c~� � ~p+ �mc2

�
 : (31.14)

Podnosz ¾ac (opweratorowo) równanie (31.14) do kwadratu powinísmy dostác równanie
(31.4):

�~2 @
2

@t2
 =

�
c~� � ~p+ �mc2

� �
c~� � ~p+ �mc2

�
 : (31.15)

Rozpiszmy praw ¾a stron¾e

c2�i�jpipj +mc3 (�i� + ��j) +m2c4�2

= c2
1

2
(�i�j + �j�i) pipj +mc3 (�i� + ��j) +m2c4�2: (31.16)

gdzie skorzystalísmy z faktu, ·ze operator pipj jest symetryczny w indeksach ij. Porównu-
j ¾ac z (31.4) lub z (31.3) mamy

(�i�j + �j�i) = 2�ij;

(�i� + ��j) = 0;

�2 = 1: (31.17)
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Znalezienie rozwi ¾azań równań (31.17) dyskutowane jest w literaturze, tu podamy je-
dynie ostateczne rozwi ¾azanie. Okazuje si¾e, ·ze najni·zszy mo·zliwy wymiar macierzy �i i �
jest 4 i maj ¾a one postác

�i =

�
0 �i
�i 0

�
; � =

�
1 0
0 �1

�
(31.18)

gdzie �i s ¾a macierazmi Pauliego:

�1 =

�
0 1
1 0

�
; �2 =

�
0 �i
i 0

�
; �3 =

�
1 0
0 �1

�
: (31.19)

Sprawd́zmy

(�i�j + �j�i) =

�
0 �i
�i 0

� �
0 �j
�j 0

�
+

�
0 �j
�j 0

� �
0 �i
�i 0

�
=

�
�i�j + �j�i 0

0 �i�j + �j�i

�
(31.20)

Pami¾etaj ¾ac, ·ze
�i�j = �ij + i"ijk�k (31.21)

dostajemy pierwsz ¾a z równósci (31.17). Z kolei

(�i� + ��j) =

�
0 �i
�i 0

� �
1 0
0 �1

�
+

�
1 0
0 �1

� �
0 �i
�i 0

�
=

�
0 ��i
�i 0

�
+

�
0 �i
��i 0

�
= 0: (31.22)

Wreszcie

�2 =

�
1 0
0 �1

� �
1 0
0 �1

�
= 1: (31.23)

Oczywíscie wybór (31.18) nie jest jednoznaczny. Macierze unitarne równowa·zne

�0i = U y�iU; �
0 = U y�U (31.24)

tak·ze spe÷niaj ¾a zwi ¾azki (31.17). Reprezentacj¾e macierzy �i i � dan ¾a wzorami (31.18)
nazywamy reprezentacj ¾a Bjorkena.
Mamy zatem równanie liniowe w pochodnej czasowej, ale funkcja falowa jest czterowyniarowym

spinorem. Rozwi ¾azanie swobodnego równania Diraka zapisujemy w postaci fali p÷askiej

 (t; ~r) = ei(~p�~r�Et)=~u (31.25)

gdzie u jest czterowymiarowym (wektorem) spinorem

u =

2664
u1
u2
u3
u4

3775 : (31.26)
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Po podstawieni fali p÷askiej mamy równanie na u (k÷ad ¾ac c = 1)2664
E �m 0 �pz �(px � ipy)
0 E �m �(px + ipy) pz
�pz �(px � ipy) E +m 0

�(px + ipy) pz 0 E +m

3775
2664
u1
u2
u3
u4

3775 = 0: (31.27)

Warunkiem istnienia rozwi ¾azań jest znikanie wyznacznika, który jest równy�
E2 � ~p 2 �m2

�2
= 0: (31.28)

Czyli mamy
E� = �

p
~p 2 +m2: (31.29)

Dla dodatniego pierwiastka istniej ¾a dwa liniowo niezale·zne rozwi ¾azania, które przyjmuje
si¾e w postaci

u(1) =

2664
1
0
pz

E++m
px+ipy
E++m

3775 ; u(2) =
2664

0
1

px�ipy
E++m

� pz
E++m

3775 : (31.30)

Dla ujemnej energii mamy

u(3) =

2664
pz

E��m
px+ipy
E��m
1
0

3775 ; u(4) =
2664

px�ipy
E��m
� pz
E��m
0
1

3775 : (31.31)

Sprawd́zmy pierwsze rozwi ¾azanie2664
E �m 0 �pz �(px � ipy)
0 E �m �(px + ipy) pz
�pz �(px � ipy) E +m 0

�(px + ipy) pz 0 E +m

3775
2664

1
0
pz

E++m
px+ipy
E++m

3775 :
Po kolei:

E+ �m� �p
2
z � p2x � p2z
E+ +m

=
1

E+ +m
(E2+ �m2 � ~p 2) = 0

� pz
E+ +m

(px + ipy) + pz
px + ipy
E+ +m

= 0;

�pz + (E+ +m)
pz

E+ +m
= 0;

�(px + ipy) + (E+ +m)
px + ipy
E+ +m

= 0:
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Dla pozosta÷ych rozwi ¾azań rachunki przebiegaj ¾a podobnie. Pouczaj ¾ace jest sparwdzíc
warunek ortogonalnósci mi¾edzy rozwi ¾azaniami o dodatniej i ujemnej energii. Na przyk÷ad

u(3)yu(1) =

[ pz
E��m

px�ipy
E��m 1 0 ]

2664
0
1

px�ipy
E++m

� pz
E++m

3775
=
px � ipy
E� �m

+
px � ipy
E+ +m

= 0: (31.32)

Otrzymalísmy zero gdy·z E� = �E+.
Rozwiazania (31.30) i (31.31) mo·zna unormowác

u(i) ! 1p
1 + ~p 2=(E+ +m)2

: (31.33)

×atwo przekonác si¾e, ·ze równanie ci ¾ag÷ósvi jest spe÷nione i ·ze mamy

P =  y ; ~S = c y~� : (31.34)

Aby do końca zrozumiéc znaczenie �zyczne rozwi ¾azań (31.30) i (31.31) zde�nujmy
operator spinu

~� =
~
2

�
~� 0
0 ~�

�
: (31.35)

Dzia÷aj ¾ac tym operatorem na rozwi ¾aznia "w spoczynku": ~p = 0 otrzymujemy, ·ze u(1;3)

odpowiadaj ¾a rozwi ¾azaniom o s3 = +~=2 a rozwi ¾azania u(2;4) maj ¾a s3 = �~=2. Pojawienie
si¾e spinu jest konsekwencj ¾a niezmienniczósci relatywistycznej.
Antycz ¾astki, teoria dziur.

31.3 Oddzia÷ywanie z polem elektromagnetycznym

Oddzia÷ywanie z zewn¾etrznym polem elektromagnetycznym wprowadzamy stosu ¾ac zasad ¾e
minimlnego sprz ¾e·znia

c~p! c~p� q ~A;

E ! E � qV: (31.36)

Równanie Diraka przyjmuje wówczas postác:�
(E � qV )� ~� � (c~p� q ~A)� �mc2

�
 = 0: (31.37)

Mno·z ¾ac równanie (31.37) przez�
(E � qV ) + ~� � (c~p� q ~A) + �mc2

�
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dostajemy

D2 =
�
(E � qV ) + ~� � (c~p� q ~A) + �mc2

��
(E � qV )� ~� � (c~p� q ~A)� �mc2

�
= (E � qV )2 �m2c4 �

�
~� � (c~p� q ~A)

�2
� (E � qV ) ~� � (c~p� q ~A) + ~� � (c~p� q ~A) (E � qV ) :

Zauwa·zmy, ·ze cz÷ony ~� � (c~p� q ~A)�mc2 oraz (E � qV ) �mc2 kasuj ¾a si¾e.
Wyliczmy drugi cz÷on postaci

~� � ~a ~� �~b:
Poniewa·z

�i�j =
1

2
f�i; �jg+

1

2
[�i; �j] = �ij + i"ijk�k: (31.38)

St ¾ad
~� � ~a ~� �~b = ~a �~b+ i

�
~a�~b

�
� ~�: (31.39)

Mamy wi¾ec �
~� � (c~p� q ~A)

�2
= (c~p� q ~A)2 + (c~p� q ~A)� (c~p� q ~A) � ~�: (31.40)

Drugi cz÷on nie znika

(c~p� q ~A)� (c~p� q ~A) = �qc
�
~A� ~p+ ~p� ~A

�
= i~qc

�
~r� ~A

�
= i~qc ~B; (31.41)

gdzie ~B jest polem magnetycznym. St ¾ad

�
�
~� � (c~p� q ~A)

�2
= �(c~p� q ~A)2 + ~qc ~B � ~�: (31.42)

Z kolei

� (E � qV ) ~� � (c~p� q ~A) + ~� � (c~p� q ~A) (E � qV )

= q ~� �
�
E ~A� ~AE

�
+ qc ~� � (V ~p� ~pV )

= iq~c ~� �
 
1

c

@ ~A

@t
+ ~rV

!
= �iq~c ~� � ~E; (31.43)

gdzie wektor ~E (w odróznieniu od energii E) oznacza pole elektryczne:

~E = �1
c

@ ~A

@t
� ~rV:

Wreszcie dokonamy przybli·zenia nierelatywistycznego de�niuj ¾ac energi¾e nierelatywisty-
czn ¾a E 0

E = E 0 +mc2; (31.44)
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gdzie cz÷on mc2 uwa·zamy za du·zy. Wówczas

(E � qV )2 �m2c4 =
�
E 0 +mc2 � qV

�2 �m2c4

= (E 0 � qV )
2
+ 2mc2 (E 0 � qV ) : (31.45)

Zaniedbuj ¾ac pierwszy cz÷on, mamy

D2 = 2mc2 (E 0 � qV )� (c~p� q ~A)2 + ~qc ~B � ~�� iq~c ~� � ~E (31.46)

i w konsekwencji równanie Diraka mo·zemy zapisác jako�
1

2mc
(~p� q

c
~A)2 + qV � ~q

2mc
~B � ~� + iq~

2mc
~� � ~E

�
 = E 0 : (31.47)

Pierwsze dwa cz÷ony w równaniu (31.47) odpowiadaj ¾a hmiltonianowi cz ¾astki bezspinowej
w polu elektromagnetycznym (V; ~A). Drugi cz÷on (dla q = �e) ma postác

� ~q
2mc

~B � ~� = 2 e~
2mc

1

~
~S � ~B = gs�B

1

~
~S � ~B; (31.48)

gdzie operator spinu ma postác
~S =

~
2
~�:

Hamiltonian (31.48) pokrywa si¾e z wczésniej wprowadzonym hamiltonianem Pauliego, z
tym ·ze otrzymalísmy wynik

gs = 2: (31.49)

Ostatni cz÷on ~�� ~E zawiera tylko elementy pozadigonalne, a wi¾ec miesza górne sk÷adowe
bispinora Diraka z dolnymi, które s ¾a ma÷e, rz¾edu (v=c) i mo·zemy je zaniedbác.
Systematyczne rozwini¾ecie równania Diraka w pot¾egi (v=c) nosi nazw¾e transformcji

Foldy-Wouthuyusen�a i wykracza poza zakres tego wyk÷adu.

31.4 Kowariantna postác równania Diraka

Wyprowadzilísmy �
i~
@

@t
� c ~� � ~p� �mc2

�
 = 0;

gdzie

�i =

�
0 �i
�i 0

�
; � =

�
1 0
0 �1

�
: (31.50)

Mno·z ¾ac stronami przez � otrzymuemy�
i~0

@

@t
� c~ � ~p�mc2

�
 = 0; (31.51)
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gdzie

0 = �; i = ��i =

�
0 �i
��i 0

�
:

Równanie to mo·zemy wi¾ec zapisác w jenostkach naturalnych c = ~ = 1 w formie

(�p� �m) = 0; (31.52)

gdzie
p� = (p0 = i@t; ~p = �i~r)

Warto pami¾etác, ·ze dla tensora metrycznego

g�� = (1;�1;�1;�1) (31.53)

mamy
6 p = �p� = �g��p

� = 0p0 � ipi:
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