31 Roéwnanie Diraka

31.1 Rownanie Kleina-Gordona dla czastki swobodnej

Réwnanie Schrodingera jest w rzeczywistoSci operatorowym zapisem klasycznego zwigzku

-2
p
E=— 31.1
o (3L.1)
gdzie ped i energie zatepujemy operatorami
. g e,
p— —ihV, E — ZHE. (31.2)

Najprostsze uogdéleninie tej procedury na przypadek relatywistyczny, polega na uzyciu
(31.2) we wzorze relatywistycznym

E? = 5% + mPct, (31.3)
co daje réwnanie zwane dzi§ réwnaniem Kleina-Gordona
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—hQ@go = <—h20262 + mzc4> ©. (31.4)

Roéwnanie to dopuszcza rozwigzania w postaci fali ptaskiej
o= pik—wt) (31.5)

gdzie
E = hw = £Vh2ck? + m2ct (31.6)

Jak wida¢ pojawiaja sie rozwigzania o ujemnej energii, ktérych interpretacja nie jest jasna
(antyczastki).

WyprowadZmy teraz réwnanie ciaglosci (poprzez analogie do réwnania Schrédingera).
W przypadku nierelatywistycznym mieliSmy

8 = = J _
5 Pt +V-§=0 (31.7)
gdzie b
P=yy, § == (v Vo — v Vy7) (3L8)

Odejmijmy stronami réwnania

2
_hch*aatz(p — o (—h202v2 +m204> 0

0? -
—h2<p@g0* = <—h2c2v2 + m2c4) ©* (31.9)
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o > [ V2o — V2 } (31.10)
i i ©*"Vip — oVip*|. :

Przepisujac te rownania jako
ol .o 0 - =~ -
2 = &V |V — V'] 31.11
g { PP T P } V9"V — oV (31.11)
widzimy, ze gestos¢ pradu jest identuczna jak w przypadku nierelatywisycznym

al Zh * = %

S=—— [go Vo —pVp } (31.12)

2m

natomiast odpowiednik gestosci prawdopodobienstwa jest wéwczas dany jako

ih .0 0
=53 {gp P v } . (31.13)

Tak zdefiniowane P nie jest dodatnio okre$lone, nie mozna go wiec zinterpretowaé jako
gestosci prawdopodobienstwa (po pomnozeniu przez e moznaby jako gesto$é tadunku).
Jest to zwiazane z tym, ze réwnanie (31.4) jest drugieo rzedu w pochodnych po czasie.

31.2 Rownanie Diraka dla czastki swobodnej

Dirac zaproponowal uzycie zwiazku liniowego, kosztem wprowadzenia niekomutuacych,
bezwymiarowych obiektéw @ i 8 (macierze):

m%q/; = (ca - p'+ pmc) . (31.14)

Podnoszac (opweratorowo) réwnanie (31.14) do kwadratu powiniémy dostaé réwnanie
(31.4):
82
—hQ@ = (062 P+ Bmcz) (cd’ P+ /Bch) 1. (31.15)

Rozpiszmy prawsa strone

C2Oéiajpipj +me® (a3 + Ba;) +m 2ct g2
1

= 025 (o + ajoy) pipj + me’ (i + Paj) +m 2452, (31.16)

gdzie skorzystaliSmy z faktu, ze operator p;p; jest symetryczny w indeksach ¢j. Poréwnu-
jac z (31.4) lub z (31.3) mamy

(OéiOéj + OéjO[i) = 2(5@',
(i3 + Bay) =0,
% =1. (31.17)
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Znalezienie rozwigzan réwnan (31.17) dyskutowane jest w literaturze, tu podamy je-
dynie ostateczne rozwiazanie. Okazuje sig, ze najnizszy mozliwy wymiar macierzy a; i 3
jest 4 i maja one postac

ai:{o Oﬂ,ﬁ:[é _01} (31.18)

0;

gdzie o; sa macierazmi Pauliego:

0 1 [0 —i 1 0
01—{10},02—_2. O:|,0'3—|:O _1}. (31.19)

Sprawdzmy

(Oé'Ck'—i—Oé'Oé')_ 0 g; [ 0 0 + 0 0; 0 g;
v 7 g; 0 _O'j 0 0j 0 g; 0

i 0,05 + 0,05 0
- { . 0105 + 0,04 } (31.20)
Pamiegtajac, ze
0i0j; = (Sij + iEiijk (3121)
dostajemy pierwsza z réwnosci (31.17). Z kolei
0 g; 1 0 1 0 0 g;
(O‘i5+ﬁo‘f)_{ai 0 ] {0 —1}*{0 —1} {oi 0}
0 —0; 0 g; .
_{Ui 0}4—{_@ 0}—. (31.22)
Wreszcie
> |1 0 1 0 |
g = { 0 —1 0 —1 = 1. (31.23)
Oczywiscie wybor (31.18) nie jest jednoznaczny. Macierze unitarne réwnowazne
o =UlouU, B =UTBU (31.24)

takze spelniaja zwiazki (31.17). Reprezentacje macierzy «; i § dana wzorami (31.18)
nazywamy reprezentacja Bjorkena.

Mamy zatem réwnanie liniowe w pochodnej czasowej, ale funkcja falowa jest czterowyniarowym
spinorem. Rozwigzanie swobodnego réwnania Diraka zapisujemy w postaci fali plaskiej

Y(t,7) = ! PT-EO/hy (31.25)
gdzie u jest czterowymiarowym (wektorem) spinorem
Uy
U2

u=| 2 (31.26)

Uy
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Po podstawieni fali ptaskiej mamy réwnanie na u (ktadac ¢ = 1)

E—m 0 —Pz _<p:v - Zpy) U1
0 E—m _(px + Z.py) Dz Uz

. = 0. 31.27

—p- —(pz —ipy) E+m 0 us3 ( )
—(pz + ipy) P2 0 E+m Uy

Warunkiem istnienia rozwigzan jest znikanie wyznacznika, ktéry jest réwny

(E? — % —m?)* = 0. (31.28)

Czyli mamy
EL = ++/p?+m2 (31.29)

Dla dodatniego pierwiastka istnieja dwa liniowo niezalezne rozwigzania, ktére przyjmuje
sie w postaci

1 0
0 1
'U,(l) = Pz ; u(2) = Pz —1Py . (3130)
Ei4m Eir+m
Pz +1py _ _ D=
E++m E++m
Dla ujemnej energii mamy
Pz Pz —1Dy
E_—m E_—m
Pz +ipy ____ D=z
W= | Fom | uW = | "B | (31.31)
1 0
0 1
Sprawdzmy pierwsze rozwiazanie
E—-—m 0 —D: _(px - 'pr) 1
0 E-m —(p.+ip,) . 0
. Pz
—D- _(px - Zpy) E +m 0 E++—|7m
—(ps +ipy) P- 0 E+m Petipy
Po kolei:
2 2 2
—D, — Dy — P 1 2 2 2
Pz , Pa £ 1Dy
= Wz ? z = — Y,
D
—p, + (Ey +m) ——— =0,
p. + (B ) E. +m

Pz + 1Dy

—(py +i E
(pz + ipy) + ( ++m)E++m
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Dla pozostalych rozwigzan rachunki przebiegaja podobnie. Pouczajace jest sparwdzic
warunek ortogonalnoSci miedzy rozwigzaniami o dodatniej i ujemnej energii. Na przyktad

P B L0l 0
- - 1
u®T, M — po—ipy
Eir+m
_ P
E++m
Pe — 1Py | P — 1Py
— = 31.32
E_ —m * E,+m ( )
Otrzymalismy zero gdyz £ = —F,.
Rozwiazania (31.30) i (31.31) mozna unormowac
0 1
u' — = ) (31.33)
V1+02/(Ey +m)?
Latwo przekona¢ sig, ze réwnanie cigglosvi jest spelnione i ze mamy
P =yty, § = cyptay. (31.34)

Aby do konca zrozumie¢ znaczenie fizyczne rozwiazan (31.30) i (31.31) zdefinujmy
operator spinu

- h|d 0

2—5[0 5] (31.35)
Drzialajac tym operatorem na rozwigznia "w spoczynku": 7 = 0 otrzymujemy, ze u(%%)
odpowiadajg rozwigzaniom o s5 = +5h/2 a rozwiazania «>* majg s3 = —h/2. Pojawienie

sie spinu jest konsekwencjg niezmienniczoSci relatywistyczne;j.
Antyczastki, teoria dziur.

31.3 Oddzialywanie z polem elektromagnetycznym

Oddzialywanie z zewnetrznym polem elektromagnetycznym wprowadzamy stosuac zasade
minimlnego sprzeznia

F — cf — g4,
E — E—qV. (31.36)

Roéwnanie Diraka przyjmuje wéwczas postac:
((E —qV)—a- (cf—qA) — ﬁm02> Y = 0. (31.37)
Mnozac réwnanie (31.37) przez
((E —qV)+@- (cf—qh) + 5mc2>
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dostajemy

D? = ((E —qV)+a-(cf—qAh) + 6m02> ((E —qV)—a- (cf—qA) — Bmc2>

N2
= (E—qV)> —m3c* — <&~ (ep— qA))
—(E—qV) @-(cf—qA) +a-(ch—qA) (E—qV).
Zauwazmy, ze cztony @ - (¢f — qA)Bmc? oraz (E — qV) fmc? kasuja sie.
Wyliczmy drugi czton postaci

&-aa-b.
Poniewaz 1 1
iy = o {ai, aj} + 5 o ay] = 03y + deij D
Stad
a-did-b=a 6+z(axz§) 53
Mamy wiec

Drugi czlon nie znika
(cp'— q/Y) X (cp'— q/f) = —qc <ff X P+ p X ff) = 1hqc (ﬁ X /Y) = ihqcB,
gdzie B jest polem magnetycznym. Stad
- (&- (cp— q/f))z = —(cp— qA)? + hge B - X.
7 kolei
(E—qV) @ (cf—qA)+a-(cf—qA) (E—qV)
—qa- (Eff— E) Vg (Vi—pv)

—

104 - .
= iqhc d - —8—+VV>:—ith&-E,

(31.38)

(31.39)

(31.40)

(31.41)

(31.42)

(31.43)

Wreszcie dokonamy przyblizenia nierelatywistycznego definiujac energie nierelatywisty-

czng B
E = E' +md,
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gdzie czlon mc? uwazamy za duzy. Wéwczas

(E—qV)* —m2ct = (E'+mc® — qV)2 —m?ct
= (E' —qV)* +2mc? (E' — qV). (31.45)

Zaniedbujac pierwszy czlton, mamy
D? =2mc? (E' — qV) — (cf— qA? + hge B - % —ighc @ - E (31.46)
i w konsekwencji réwnanie Diraka mozemy zapisac jako

1 . hqg = = iqgh . =
(—(ﬁ—QA)2+qV——qB.z+i&-E>¢:E’¢. (31.47)

2me & 2me 2me

Pierwsze dwa cztony w réwnaniu (31.47) odpowiadaja hmiltonianowi czastki bezspinowej

—,

w polu elektromagnetycznym (V, A). Drugi czlon (dla ¢ = —e) ma postaé

—

———~B-Y=2—-8.B=gup-S-B, (31.48)

1
h

Hamiltonian (31.48) pokrywa sie z wcze$niej wprowadzonym hamiltonianem Pauliego, z
tym ze otrzymaliSmy wynik

gs = 2. (31.49)

Ostatni czton @- E zawiera tylko elementy pozadigonalne, a wiec miesza gérne sktadowe
bispinora Diraka z dolnymi, ktére sa male, rzedu (v/c) i mozemy je zaniedbac.

Systematyczne rozwiniecie réwnania Diraka w potegi (v/c) nosi nazwe transformcji
Foldy-Wouthuyusen’a i wykracza poza zakres tego wykladu.

31.4 Kowariantna posta¢ réwnania Diraka

Wyprowadzilismy
0

(zha — co7~ﬁ—ﬁmc2> Y =0,

gdzie
0 o |1 0
=[O 7= [} 4] L0

Mnozac stronami przez [ otrzymuemy

N R

thy 5 T p—me 1 =0, (31.51)
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gdzie

0 __ i o )
’7_677_6051 |:_O-i O:|
Roéwnanie to mozemy wiec zapisa¢ w jenostkach naturalnych ¢ = A = 1 w formie
(7pu —m) ¢ =0, (31.52)

gdzie
P =" =i, p=—iV)

Warto pamigtac, ze dla tensora metrycznego
g = (1,-1,-1,-1) (31.53)

mamy
b =7"pp =7"gup’ =" —'p".
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