30 Rozpraszanie, fale parcjalne, twierdzenie optyczne

30.1 Fale parcjalne

Rozwiazanie réwnania Schrédingera, opisujace rozparaszanie czastki padajacej na sfe-
ryczny potencjal wzdhuz osi z powinno mieé¢ symetrie cylindryczna. Kazde takie rozwia-
zanie mozna roztozy¢ na funkcje kuliste o réznych [ i m = 0. Ten ostatni warunek wynika
z faktu, ze nie moze by¢ zaleznosci od kata . Poniewaz takie funkcje kuliste sa po prostu

wielomianami Legendre’a mamy

o0

Ap = 2(21 + 1)a; (k) P(cos8).

Wspotezyniki a;(k) nazywamy amplitudami [-tej fali parcjalnej.

warunku, aby na duzych odlegtosciach spelié asymptotyke

eikr

Ib = ¢'k? + Afi
r

Pokazemy najpierw, ze swobodna fala ptaska ma rozwiniecie

o0

ug(7) = e'** = Z(Ql + 1)i'5;(kr)P,(cos )

1=0
Wzor (30.3) mozna udowodni¢ korzystajac z tozsamosci

1

. 1 ;
Ji(kr) = 5 d cos 0 Py(cos 0)ei*reos?
i
-1
i warunku unormowania wielomianéw Legendre’a

1
/ dcosf Py(cosf)Py(cos ) =

-1

2
20+1

o

(30.1)

Musimy je dobra¢ z

(30.2)

(30.3)

(30.4)

(30.5)

Wyznaczymy teraz wspolczynniki a;(k) dla niezerowego potencjatu. Na duzych odle-

glosciach

1 1 [
Ji(kr) = %Rkl(r) ~ sin (k'r - %)
1 |:ei(kr—7rl/2) e—i(kr—wl/Q):|

~ 20k r r
1 ) ikr —i(kr—mnl)
_ _'e—lﬁl/2 6_ . 6— '
2ik r r
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Zauwazmy, ze

i stad
' 1 0 zkr e—i(kr—ﬂl)

Zatem dla kazdej fali parcjalnej [ mamy fale wychodzacg i wchodzaca o takich samych
amplitudach, ale réznych fazach.

Z kolei dla calej funkcji ¢ (30.2) mozemy napisaé¢ analogiczne rozwiniecie asympto-
tyczne

1 itkr+0,(k))  p—ilkr—ml+8(k))

Y(r) = ik Z (20 + 1) Ay(k) [ — } Py(cos0), (30.8)

r r

gdzie A;(k) jest pewna stata. Poniewaz potencjat V' (r) modyfikuje tylko fale wychodzqcaq,
to fala wchodzaca we wzorze (30.8) 1 we wzorze (30.7) musza mie¢ taki sam wspotczynnik.
Stad

Ay(k) = e ® (30.9)
i dalej
. 1 > ei(kr’+25l(k)) e—i(kr—wl)
) = 57 Z(Zl +1) [ . — " } Py(cosf)
zkr e—i(kr—wl)
(2l+1) P,
=5 Z [+ [ } )(cos 0)
1 ez(kr wl+26;(k)) eikr
— 2041) | — — P, 0).
+21k ( +){ r 7’} t(cos f)
Czyli
o 215l(k:) 1 0 etkr
() = 20+ 1) —P 30.10
W»(T) 4+ ZZ; + )(cos 6) . ( )
i stad:
edak) —1 o sind (k)
_ — (k) 22O 30.11
“ 2ik ‘ k (30.11)
co daje
1 o0
Api=1 > (21 + 1) sin 6,(k) P(cos 6). (30.12)
1=0
Warto wprowadzi¢ funkcje S; zdefiniowang jako
Sy (k) = eduk), (30.13)
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Podstawiajac ten ostatni wzor na amplitude rosproszenia i wykonujac catke po katach
przy pomocy wzoru (30.5) otrzymujemy wzor na catkowity przekroj czynny

o= 4WZ(2Z+ 1) sin? 6, (k). (30.14)

k2
=0

Na koniec warto zauwazy¢, ze czynnik wystepujacy w amplitudzie Ay,

1 2i6;(k) __ 1 1
-(S-1)= S —(cos20; + isin20; — 1)
7 7 7
=sin2d; —1 (C082 5, — sin? §, — 1)
= sin 20, + 2i sin® 9. (30.15)

Jezeli przypomnimy sobie, ze P(1) = 1, to widzimy, ze

1 oo
Im Az(6 = 0) E; (20 4 1) sin® 6. (30.16)

A stad juz trywialnie wynika twierdzenie optyczne:

4
- % Im Az (0 = 0). (30.17)

Zauwazmy, ze dla matych k dla rozpraszania na nieskonczonej kuli mamy (§;(k) ~
_( k a)2l+1>

o= S (@0 + 1) sin (k) = TR R) = A (30.18)

1=0
Zwroémy uwage, ze klasycznie spodziewaliby$my sie, ze o ~ wa? czyli powierzchni widzia-
nej przez strumien padajacych czastek. Rozbieznosé ta jest wynikiem czysto kwantowym.
Podobnie, klasycznie spodziewaliby$my sie, ze za kula dla § = 0 rézniczkowy przekroj
czynny jest zero, gdy tymczasem kwantowo jest on niezerowy.

30.2 Stany zwiazane a bieguny 5;(k)

Przypomnijmy sobie wyprowadzony juz uprzednio wzér na asymptotyczna poztaé¢ réwna-
nia Schrodingera

1 & oi(kr+26,(k))  g—i(kr—l)
r) = — 20+ 1 — P 0).
o0 = g 0+ | " peost)
Widzimy, ze dla | = 0 funkcja ta jest proporcjonalna do
eikr efikr
So(k — 30.19
o) = T, (3019
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gdzie

2
k= ,/h—?E. (30.20)

Przypomnijmy, ze ¢*” ma sens fali wychodzacej a e~**"fali padajacej. Poréwnajmy te
funkcje z asymptotyczng postacia funkcji falowej stanu zwigzanego

kr

— AT

e

30.21
il (30.21)
gdzie
2m
Dla stanéw zwiazanych F < 0 i
. ) eikzr e *r
k —ix czyli — (30.23)
r r

Istotna roznica miedzy funkcjami (30.21) i (30.19) jest to, ze w przypadku stanu zwiaza-
nego nie mamy do czynienia z analogiem fali padajacej. Oznacza to, ze przeprowadzajac
przdtuzenie analityczne (30.23), stosunek wspolezynnikow fali wychodzacej do fali pada-
jacej dany przez So(k) musi by¢ nieskoriczony. Tylko wowcezas czynnik et* nie pojawi sie
w asymptotyce funkcji falowej stanu zwiazanego. Jednakze stany zwiazane moga istnie¢
tylko dla skwantowanych wartosci s, czyli So(k) powinno mieé¢ bieguny dla dyskretnych
wartosci urojonego k, = isx,. Mozna pokazaé, ze sa to bieguny proste.
Podsumowujac
lim Sy (k) = lim e™2%0®) = 1. (30.24)

k—0 k—0
Widzimy zatem, ze Sy(k) ma nastepujace wlasnosci:
1. bieguny w k = is¢,;

2. bieguny rezonansowe;

Dodatkowo mamy nastepujace wlasnosci:
3. |So(k)| = 1 dla rzeczywistych k& > 0 (unitarnosé);

4. Sp(0) =1 (zachowanie progowe).
Na ogoét mamy tez Sp(oo) = 1.
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