29 Rozpraszanie na potencjale sferycznie symetrycz-
nym - fale kuliste

W rozdziale tym zajmiemy si¢ rozpraszaniem na potencjale sferycznie symetrtycznym
V(r). Dla ruchu o dodatniej energii £ = h?k?/2m radialne réwnanie Schrédingera ma

postac:
d? 2d , Ll+1) 2m
ﬁRkl + ;%Rk[ —+ <k — T2 — ﬁV(T)) Rkl = 0, (291)
a petna funkcja falowa dana jest wzorem
Uim (T) = R ()Y, (0, ). (29.2)

Na funkcje te narzucimy warunek unormowania

/d37’ w;gl’m’wklm = 5ll’6mm’ 27T5(]€ - ]{?l), (293)

co thumaczy sie na funkcje radialne

o0

/d?“ T2Rk’lel = 271'(5(]{? - k/) (294)
0

(zauwazmy, Ze na mocy unormowania f. kulistych [ = 1').

Rozwigzmy réownanie (29.1) dla czastki swobodnej, czyli dla V' = 0. Jest to w tym
przypadku tzw. sferyczne réwnanie Bessela. Jego rozwiazania sa znane jako sferyczne
funkcje Bessela j;(kr) i mozna otrzymaé je przez rozwiazanie w postaci szeregu. My
jednak rozwiazemy je przy pomocy tricku z podrecznika Landaua i Lifszica.

W przypadku [ = 0 réwnanie (29.1) mozna przepisaé

d2
ﬁ(TRkO) -+ kQ(TRko) =0. (295)

Roéwnanie to ma dwa rozwiazania:
rR =sinkr lub rR = coskr. (29.6)

Zatem rozwigzanie skonczone w zerze i unormowane ma postac

sin kr

Rig = 2. (29.7)

Rozwiazanie to znane jest w literaturze matematycznej jako zerowa sferyczna funkcja

Bessel’a pierwszego rodzaju '
4 sinx
Jo(z) = " (29.8)
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a drugie rozwiazanie osobliwe w zerze nosi nazwe sferycznej funkcji Bessel’a drugiego
rodzaju.

cos T
yo(x) = — ; (29.9)
Dla [ # 0 podstawmy
Ry = r'xu. (29.10)
Wowczas ol 4 1
_|_
X + ( )x;, + kX = 0. (29.11)
Zrozniczkujmy réwnanie (29.11) po 7:
2(0+1 2(0+1
i+ g (-2 ) -0 (20.12)
Dokonajmy teraz podstawienia
Xt = 7 fu (29.13)
i podstawmy do réownania (29.12):
20+ 2
(2 kg =0 (20.11)

Zauwazmy, ze jest to rownanie identyczne z rownaniem (29.11) dla ! — [+ 1. A zatem

Jol = Xkit1
czyli
1 /
Xki+1 = ;Xkl‘ (29.15)
Stad rekurencja
(1Y (29.16)
Xkl = dr Xk0- .

W ten sposéb mozna otrzymaé uzyteczne wzory rekurencyjne dla sferycznych funkeji

Bessel’a: z z
1d i 1d
i = () B = (35) =5 e

z dx T z dx T

ktore nosza nazwe zwigzkow Rayleigh’a. Kilka pierwszych sferycznych funkcji Bessela ma
postac

() sinx coszx (2) cosx sinx

xr) = — s €Tr) = — — ,

J x? x h x? x

. 3 sin x 3 3 COS & 3 .
Jo(z) = (ﬁ_1> T 2 08T, yo(z) = (—;%—1) —— — zsinz.
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Otrzymane w ten sposob funkcje Ry = 'y trzeba odpowiednio unormowacé:

I
o (T (L d Y sinkr
R =2() (k;) (rdr) r

. [ T
= 2]€jl(l€7’) =2 %Jl-i—l/Q(kT)- (2918)

Bardzo uzyteczna jest znajomo$é¢ rozwiazan Ry, dla duzych r. Zauwazmy, ze réznicz-
kowanie 1/r daje cztony niewiodace, za$ rézniczkowanie sinusa daje

d
7 sin kr = —k coskr = ksin <kr - g) . (29.19)
Stad juz tatwo pokazaé
2 ml
Rkl ~ ; S (k?” — E) . (2920)

Dla funkcji Bessel’a ozncza to, ze dla duzych x
, sin(x — 7 /2 cos(x — lm/2
Ji(z) ~ M7 yi(x) ~ _goale = Inf2)

29.21
- . (29.21)

W ogélnym przypadku z potencjatem V' # 0 dla duzych r odtwarzamy réwnanie swo-
bodne, ale funkcja Ry; dla matych r bedzie istotnie rézna od funkcji swobodnej. Wéwczas
forma asymptotyczna ma postac

2 l
Ry ~ - sin (lm“ — % + 5;(1{:)) (29.22)

gdzie funkcje §;(k) nosi nazwe przsuniecia fazowego.
Ten ostatni wzor tatwo zrozumieé rozpatrujac rozpraszanie na nieskonczenie sztywnej
kuli o promieniu a:
oo dla r<a
Vir) = . (29.23)
0 dla r>a

Rozpatrzmy [ = 0. Woéwcezas doktadne rozwiazanie spelniajace warunek brzegowy w r = a

Rio(a) =0 (29.24)
ma postac
Ry — oSl k(r —a) _ 2sm(kzr — lm). (29.25)
r r
Czyli
do(k) = —ka. (29.26)

Dla dowolnej funkcji parcjalnej zapisujemy

Ry(r) = Aji(kr) + Buyi(kr). (29.27)
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Z roéwnania (29.24) wynika
& _ _jl(ka)
Ay yi(ka)

Asymptotycznie dla duzych r funkcja (29.27) zgodnie ze wzorami (29.21) przyjmuje postacé

. (29.28)

Ru(r) ~ % (Assin(kr — 17/2) — By cos(kr — Ir/2)]

VA? + B} A,
kr VA? + B?
l

sin(kr —Im/2) — cos(kr —Im/2)| . (29.29)

B,
VA? + B}

Mozemy zapisaé

A B
——— = €080}, —————= = sinJ;. 29.30
A} + B} b AT B : ( )
Rzeczywiscie
sin? §; + cos? §; = 1 (29.31)
i
-B . 1(ka
Tll = tan d;(k) czyli 0;(k) = arctan leika)) (29.32)
Woéwczas dostajemy
VA? 4+ B?
Ry (r) ~ % [cos &y sin(kr — lm/2) + sin 6; cos(kr — Im/2)]
VA? + B Im
= # sin (k:r -5+ 5,(k)> : (29.33)
Dla [ = 0 mamy
in(k
do(k) = arctan <%) = —ka (29.34)

zgodnie ze wzorem (29.26).
Warto zastanowi¢ sie nad rozpraszaniem przy malych energiach £k — 0. W tym celu
skorzystamy ze znanych wzoréw na zachowanie sferycznych funkcji Bessel’a w zerze:

. ! (20 — )!!
Ji(x) ~ S (@) ~ = (29.35)
gdzie
2+ =1-3-5-...-(2A+1). (29.36)
Zatem dla &k — 0
tan &;(k) ~ —(ka)*™ (29.37)

co oznacza, ze 0;(k — 0) jest male i mozemy takze rozwinaé tangens otrzymujac ostatecz-
nie

Si(k) ~ —(ka)* . (29.38)
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Wynik ten latwo zinterpretowaé jako ,wypychanie” funkcji falowej ze srodka kuli. Zatem
dla potencjalow odpychajacych w przyjetej przez nas konwencji przesuniecia falowe sa
ujemne. Stwierdzenie to jest oczywiscie prawdziwe tylko dla matych wartosci d;, gdyz
przesuniecia fazowe sa okreslone z dotadnoscia do 7. Proporcjonalnosé ta jest prawdziwa
dla kazdego realistycznego potencjatu, przy czym a ma sens zasiegu potencjalu. Dla
potencjatow odpychajacych (bariera) znak jest ujemny, dla przyciagajacych dodatni.
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