28 Rozpraszanie, przyblizenie Borna

28.1 Roéwnanie Schrodingera

W trzech wymiarach sprobujemy skonstruowaé schemat kolejnych przyblizen, ktory po-
zwoli znalez¢ nam szukana funkcje falowa. Odpowiednio daleko od obszaru dzialania
potencjalu zaréwno czastka padajaca (i) jak i rozproszona (f) beda opisane falami pla-
skimi: B B

w;(7) = ™7 us(7) = e, (28.1)
Warto zauwazy¢, ze o ile kierunek pedu czastki padajacej mozemy wybraé¢ np. jako
kierunek osi z, to kierunek czastki rozproszonej, czyli l;f, moze by¢ dowolny. Gestosé
strumienia czastek padajacych jest w przypadku trojwymiarowym wektorem i wynosi

Si:__(’f‘ V() — u;(z2)Vu! ):_ki. 28.2
o (@) Fua(e) — i)V (2)) = (2.2
Zauwazmy, ze za funkcje u; przyjelismy nieznormalizowang fale plaska (28.1). Sktadowe
wektora S; maja podobnie jak w przypadku jednowymiarowym wymiar predkosci, czyli

liczby padajacych czastek na jednostke czasu.
Roéwnanie Schrodingera

(V2 4 12) () = 3V () (283)

zamienimy w rownanie catkowe i bedziemy go rozwigzywaé iteracyjnie. Warto tu za-

uwazy¢, ze (28.3) mozna potraktowaé jako niejednorodne réwnanie rézniczkowe drugiego
rzedu, gdzie cztonem Zroédtowym jest

i) = ZEV () (284

Takie potraktowanie rownania (28.3) jest w pewnym sensie niestandardowe, gdyz na ogot
zrodlem jest znana, zadana funkcja, a nie funkcja zawierajaca funkcje poszukiwana (w
tym wypadku ).

28.2 Funkcja Greena

Rozwiazanie niejednorodnego réwnania typu
(V7 + k) ¢(7) = j(7) (28.5)
znajdujemy konstruujac funkcje Greena zdefiniowana jako
(V24 k) G, i) = 6@ (7 — 7). (28.6)
Wowcezas

B = () + / &G, 7)i(7), (28.7)
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gdzie czlon jednorodny zostal tak dobrany, by w granicy j = 0 (brak potencjatu), v,
redukowalo sie do funkcji falowej czastki padajace;j.

Aby znalez¢ funkcje Greena zapiszmy funkcje § oraz G(7—7") (f. Greena zawsze zalezy
od r6znicy argumentéw) w postaci transformaty Fouriera:

- d3q iq(F—7
5O (7 i) = /(%)3@‘1( )
L Pq i
G(T —T ) = (27)36 G((j), (288)

Podstawiajac (28.8) réwnania do obu stron rownania (28.6) otrzymujemy

~ 1
Widzimy zatem, ze po pierwsze funkcja Greena G nie zalezy od kierunku, a po drugie, ze
mozemy mie¢ ktopoty z druga transformata Fouriera (28.8), zeby wyliczy¢ G. Rzeczywi-
scie

- d’q gz 1
G(:l:)—/(%r)ge e (28.10)

nie jest dobrze okreslona dla k = q. Zanim zajmiemy si¢ ta trudnoscia, wykonajmy catke

po katach:
G(@) = / q pa— /dgp/dcoseemwse
0

1 1 [ 4dq e ige
= —)25/—(611 — e ) (28.11)
0

(2r K2 — g

Jesli w drugiej calce zamieni¢ ¢ — —¢q to otrzymamy

o0

_ i 949 i
G(x)‘@w)?x/ TEDCET N (28.12)

—00

gdzie opuscilismy znak wektora nad z, gdyz jak wida¢, funkcja G(x) zalezy tylko od
modutu x = |Z|.

Calke po osi rzeczywistej mozemy wykonaé¢ domykajgc kontur catkowania w gornej
poiptaszezyznie zespolonego ¢, gdyz x > 0. W tym celu, trzeba dokonaé¢ wyboru, jak
obejs$¢ bieguny w punktach ¢ = k. Po pierwsze, jezeli oba bieguny obejdziemy gora to
dostaniemy w wyniku zero. A zatem zostaja trzy mozliwosci

e albo ¢ = —k—ic (a) iq = k+ie (d), wowczas tylko ten drugi biegun daje przyczynek

1

Gy(r) = —meik”’, (28.13)
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Rysunek 1: Osobliwosci w plaszczyznie zespolonego q.

e wzglednie ¢ = —k +ic (b) i ¢ = k —ic (¢) i wtedy

1 )
G_(z) = ———e ", (28.14)

e oraz kiedy oba bieguny obejdziemy dotem (b, d), wowczas
1 1

Wybralismy tu czynnik 1/2 aby spelnione bylo réwnanie (28.6).

O tym ktoéra mozliwos¢ wybraé, zadecyduje asymptotyka otrzymanych rozwigzan. Za-
uwazmy, ze dla duzych » mamy

r = |F—7|=Vr2+1r?—2rcosf
!/
~ m/l—QT—COSHQT—r'COSQ (28.16)
r
i dalej .
kx ~ kr — k7, (28.17)
gdzie
kp= k- (28.18)
T

jest wektorem skierowanym wzdtuz promienia 7o module réownym k (zachowanie energii!).
Zatem, jesli we wzorze (28.7) uzy¢ G to cze$¢ niejednorodna funkeji ¢ zachowuje sie jak
e*a wiec jak wychodzgca od centrum fala kulista. Z kolei G_ opisuje wchodzgcq do
centrum fale kulista. W celu opisania rozproszenia za G musimy przyjaé¢ G..
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Rysunek 2: Przyblizenie duzych odleglosci.

28.3 Amplituda rozpraszania

Podstawiajac do (28.7) G4 i j dane rownaniem (28.4) otrzymujemy:

m

2nh? |77 — 7|

() = ui(F) V() (). (28.19)

Roéwnanie to bedziemy rozwiazywaé perturbacyjenie zaktadajac, ze V' jest ,male”. Najle-
piej jest to zrobi¢ wprowadzajac parametr A

V AV (28.20)
i rozwijajac
W = ¢(0) + /\¢(1) + /\2¢(2) + .. (28.21)
Otrzymujemy wowczas rekurencje
WO = ),
(n) (7 — m 3 s €T D
co daje
) m ikl
w(l)(T’) = _ﬁ dgrlmv(f')ul(fl)
00 = () [awt e [ i v (es)
2 =7 7=

i tak dalej. Zauwazmy, ze dla r > 7’ i dla zlokalizowanych potencjaléw mozemy uzyc
przyblizenia (28.16) i (28.17) pod pierwsza catka po dr':

m eik’r

PO = s [ e TV () % (2824)
7h r
(2) m ’ 3.1 —iks i / 3 ”ez’kIF’—F”I 1 1 et
— _ e —tky T ! - = Nz
P\ () (th) /d r'e V(r )/d r ]F’—F”]V(T Ju (77) % t
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Wzor (28.24) ma bardzo prosta interpretacje fizyczna: kolejne przyblizenia odpowiadaja
kolejnym rozproszeniom na potencjale V' przeplatanym propagacja swobodna opisang
funkcja Greena (28.13).

Wida¢ zatem, ze ogélna postaé funkcji falowej daje sie zapisa¢ jako

ikr

() = wi(7) + A x er : (28.25)

gdzie

Api = Prius (7 (F () = ——s (ug [V] ) (28.26)

omh? omh?
jest amplitudq rozpraszania od stanu ¢ (zauwazmy, ze funkcja 1) w przypadku braku od-
dzialywania redukuje sie do funkcji w;) do stanu f. Amplituda ma wymiar dlugosci i
nie zalezy od r a tylko od katow (poprzez Ef) Podstawiajac za 1, kolejne przyblize-
nia (28.24) otrzymujemy kolejne przyblizenia dla amplitudy rozpraszania. W pierwszym
rzedzie dostajemy tzw. przyblizenie Borna:

m 3,0, %

Ay = s &r'w (FV (7w (7)
= [ B iR Ty ey, (28.27)
2mh?

czyli transformate Fouriera potencjatu. Warto zauwazy¢, ze tak zdefiniowana amplituda
Ay; ma wymiar dtugosci.

28.4 Przekrdj czynny

Rozpraszanie przyjeto sie charakteryzowac¢ za pomoca réozniczkowego przekroju czynnego.
Aby zdefiniowaé¢ przekroj czynny przypomnijmy sobie najpierw tzw. rownanie cigglosci

o . o =
aP(T,If)—l-VS—O,

gdzie P = |7,D|2 jest gestoscia prawdopodobienstwa a wektor S

G- _ i (G — 0 9 (28.28)
2m

nosi nazwe gestosci prgdu prawdopodobienstwa. Wektor S ma wymiar cm/ (s X cm?) =

1/ (s x em?). Opisuje on zatem liczbe czastek padajacych w kierunku S/ ’5‘ ‘ na jednostke

powierzchni, na jednostke czasu. Wygodnie jest jednak przyja¢ normalizacje, w ktorej

funkcja falowa jest bezwymiarowa. Taka normalizacje przyjeliémy we wzorze

ezkr

() = wi(F) + A x (28.29)
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(brak czynnika normalizacyjnego przy u;). Wowczas wektor S opisuje liczbe czastek
padajacych w jednostce czasu.
Przez element powierzchni 72dS) przechodzi w ciagu sekundy N; czastek rozproszonych

Ny = S}r2dQ) (28.30)

gdzie S} jest skladowa radialna gestosci pradu prawdopodobienistwa dla funkcji falowej
Y, opisujace] czastki rozproszone

) o o hk
5 = (wf sy, f) s (28.31)
gdyz funkcja falowa czastek rozproszonych to

ezkr

= Ay 28.32
vy =4An— (28.32)
Zwroémy uwage, ze w przyjetej przez nas normalizacji Apma wymiar [cm].
Catkowita liczba czastek padajacych na jednostke czasu dana jest wzorem:
= hk;
=S| = —. (28.33)
m
Roézniczkowy przekrdj czynny definiujemy jako
N S,r2dQ  k
do(0, ) = =L = 220 = T AL dQ (28.34)
przy czym dla rozpraszania elastycznego (z zachowana energia) mamy
do (0, ¢)
o = A0, 9)1. (28.35)

Roézniczkowy przekroj czynny jest wyrazona w jednostkach powierzchni miara prawdopo-
dobienstwa rozproszenia pod katem 6 i . Zauwazmy na koniec, ze gdyby$my przyjeli
inna normalizacje funkcji falowej, to i tak uproscita by sie ona we wzorze (28.34)
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