27 Rachunek zaburzen zalezny od czasu

Nieco inng klase probleméw niz rozpatrywane do tej pory poszukiwania poziomoéw energe-
tycznych, stanowia problemy zalezne od czasu. Jezeli hamiltonian jawnie zalezy od czasu,
nie istnieja stacjonarne rozwigzania réwnania Schrodingera. Typowym przyktadem moze
tu by¢ oddziatywanie atomu ze zmiennym polem elektromagnetycznym.

Podobnie jak w przypadku stacjonarnego rachunku zaburzen rozdzielimy hamiltonian

H=H,+ H' ) (27.1)
przy czym H jest teraz funkcja czasu. Dla H, spelnione jest réwnanie wlasne
Hyu, (F) = Epun (7). (27.2)

Efektem zaburzenia beda przejscia ukladu miedzy stanami stacjonarnymi |n).
Rozwazmy zalezne od czasu réwnanie Schrodingera

0 .
i rozwinmy funkcje 1) w bazie rozwigzan stacjonarnych

() =D an(t) up(7) e (27.4)

n

gdzie w, = E,/h. Zauwazmy, ze funkcja ¢ z a,(t) = const spelnia réwnanie (27.3) z
H' = 0. Podstawmy (27.4) do réwnania (27.3)

N (ihin(t) + Enan(t)) ua (i) e = Zan ( i (F) -+ H'p (7 )) emnt (97.5)

n

—

Pomno6zmy (27.5) z lewej strony przez u’,(7) i scatkujmy po d*7 korzystajaz z ortonor-
malnosci funkcji u,:

ihi (t) et =" (m| H' |n) a, (t)e """ (27.6)

n
Stad réwnanie na a,, ma postac

. ? . .
am(t) = - an(t) (m| H' |n) e"mnt (27.7)
n
gdzie Wpyp = Wy — Wy,
Rownanie (27.7) jest rownaniem dokladnym. Zastosujemy teraz trick uzyty juz w
trakcie dyskusji stacjonarnego rachunku zaburzen, mianowicie zalozymy, ze hamiltonian

H' zawiera maly parametr \: X R
H — \H' (27.8)
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a wspolczynniki a(t) maja postac szeregu

= i Aralf) (1), (27.9)

Wowezas rownanie (27.7) przyjmuje postac:

co mozna przepisa¢ jako zespot rownan rekurencyjnych:

a9 = o,
ald(t) = Za@ (m| H'(t) |n) e“m*,
0 =~ T ol @) e
(27.10)
Zatozmy, ze w chwili poczatkowej, np. w ty = —oo, uklad znajdowal sie w stanie |k):
a9 =6, lub aQ =6(m —k). (27.11)

Takie aSi) jest oczywiscie rozwiazaniem pierwszego z rownan (27.10). Réwnanie na pierw-
sza poprawke przyjmuje postaé

t

o) = —5 [ dt G ) k) et (27.12

—00

Konkretna postac a'y (t) zalezy od ksztattu H' jak funkcji ¢.

27.1 Prawdopodobienistwo przejscia

Jezeli H' bytoby state to wowczas otrzymujemy

t

aD(t) :—% (m| H' |k) / dt’ e™m+t’, (27.13)

W granicy ¢t — oo dostajemy

(m| H'|k) 6 (;.L(Em—Ek)). (27.14)

27TZ

a(t) =
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Widzimy zatem, ze dozwolone koricowe stany |m) to stany o tej samej energii, co stan
poczatkowy |k). Jest to wynik intuicyjnie zrozumialy, jednakze w wzorze (27.14) czai sie
matematyczna putapka. Tak na prawde wielko$cig mierzalng jest nie tyle funkcja falowa
(27.4) ale kwadrat modutu. Catkujac po przestrzeni ¢*¢ dostajemy

/ Eryy =y an,apemt / Eruy, u, = Jan () = 1. (27.15)

m

7 powyaszej formuly widaé, ze |an (t)]* ma sens prawdopodobieristwa, ze w chwili ¢ ukltad
jest w stanie |m). Poniewaz badamy ewolucje uktadu kwantowego, ktory na poczatku by
w stanie |k), |am(t)[*nazywamy prawdopodobienstwem przejscia do stanu |m).

Jednakze ze wzoru (27.14) wynika, ze takie prawdopodobieristwo jest proporcjonalne
do funkcji 6 Diraka w kwadracie, czyli do wyrazenia matematycznie Zle okreslonego. Aby
nada¢ mu sens postuzmy sie nastepujacym trickiem:

] /2 . T/2 50)

2 — — i iwt T _ w .

0*(w) = 5~ lim [ dte d(w) = o— lim [ di §(w) = —— lim T (27.16)
—T/2 ~T/2

Wyprowadzenie wzoru (27.16) nie jest oczywiscie Sciste matematycznie. Wrocimy do niego
w nastepnym podrozdziale. Widzimy zatem, ze wielkoscig dobrze okreslong jest nie tyle
prwadopodobienstwo przejscia, co prwadopodobienstwo przejScia na jednostke czasu:

L |am(t)|2727r ) 2 1
e e (m]H|k>‘ 6 (5 (B — Ev)
2T ~ 2
= |l 1K) 6 (B — B (27.17)

Calkowite prawdopodobienstwo przejscia (do dowolnego stanu konicowego) definiujemy
jako catke

T—o00

1
r=lim — / AdE,p(Ep) lam(t))* = / AE,p(Ep)T km (27.18)

gdzie funkcja p(FE,,) jest gestscia stanow.

Oczywiscie trick z podzieleniem prawdopodobieristwa przez T nie zmienia faktu, ze
prawdopodobienstwo dla duzych czaséw przekroczy 1. Jest to oczywiscie sygnal zalama-
nia sie rachunku perturbacyjnego. Dokladne rozwiazanie rownania (27.7) oczywiscie nie
wykazuje takiej patologii. Typowo doktadne rozwiazania maja postaé¢ funkcji trygonome-
trycznej

A (t) ~ sinwt (27.19)

ktorej rozwiniecie (co odpowiada rachunkowi zaburzen) dla matych czasow daje a,,(t) ~ t.
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27.2 Zasada nieoznaczono$ci energia-czas

Wzor (27.17) warto wyprowadzi¢ najpierw dla skoriczonych czasow. Wyliczmy catke (27.13)
dla skonczonego t,, ktore mozemy interpretowaé jako czas wlaczenia statego zaburzenia

0 dla t<t
H'(t) = (27.20)
H/ dla t > to

t

/dtl eiwmkt/ — 4 (e’iwmkto _ eiwmkt)
: Wmk
0
eiwmkto .
= i (1 — elomrdt) = (27.21)
Wk

gdzie At =t — ty. Podnoszac do kwadratu

(1) EmEto o o At
a(t) = S Gl B[y (1= i)
dostajemy
o 2
}a(l)(t>‘2 _ (m| H' |k) (1 . efiwmkAt) (1 . eiwmkAt)
" h2w? )
. 2
(m| H' [k)
= 2(1 — coswprpAt)
h?w?
. 2
(m| H' |k) 4sin2 —“*’L;At 97 99
N K2 w2, (27.22)

2
‘ zalezy

Zauwazmy, ze w module uproécit sie czynnik em+'  ponadto wzoér na ‘a&}) (t)
jedynie od roznicy czasow At. Warto wykresli¢ sobie funkcje (27.22):

Widzimy, ze dla skoriczonych At energia stanu koricowego nie musi by¢ rowna energii
stanu poczatkowego. Nastepuje tu pewne rozmycie energii, ktére jest proporcjonalne to
1/At. Rzeczywiscie, jesli zdefiniowaé szerokosé¢ rozkladow przedstawionych na rysunku
1 jako np. polowe odleglosci miedzy dwoma pierwszymi (symetrycznymi) zerami funkeji
(27.22)

OmiAE (27.23)
2
dostajemy )
T
mk ~ —— 27.24
Wmk At ( )

162



2
Rysunek 1: Zaleznosé ‘a,(}) (t)’ od wpy dla At =1 (linia ciagla) i At = 2 (przerywana).

stad (przyjmujac AE = E,,, — Ey)
AtAE ~ L. (27.25)

Warto zaznaczy¢, ze wspolczynnik proporcjonalnosci zalezy od definicji szerokosci (27.23).
Wzor (27.25) jest analogiczny do znanej nam zasady nieoznaczonosci dla operatorow sprze-
zonych. Jednakze zasada nieoznaczonosci energia-czas ma zupetnie inny charakter. Tutaj
zaburzenie H' jest odzwierciedleniem wykonanego na uktadzie pomiaru, ktory trwa skori-
czony czas At. W wyniku tego zaburzenia (pomiaru) uklad moze przej$¢ z pewnym
prawdobodobienistwem do stanu o innej energii, jednakze im dtuzej trwa ten pomiar, tym
mniejszy jest zakres prawdopodobnych energii koricowych. Wreszcie dla At — oo mozemy
skorzystaé ze wzoru

1 sin? gmeBt
T4

aby otrzymaé¢ wzor (27.17), czyli znikanie rozmycia energii. Wzor (27.26) (a tym sa-
mym wzor (27.16)) mozemy wyprowadzi¢ w nastepujacy sposob. Zbadajmy granice ciagu
funkcji
1 sin? Tw
im —
T—oo T w?

(27.27)

(pamietajmy, ze m6(w) = limy_,(sinTw)/w). Policzmy catke

] 0o 2T oo . 5 oo . 5
i - [ o™ = i [ et (5) = 100 [ o 75t = ws00)

T—o0 w? 52
(27.28)
gdzie skorzystaliSmy z:
o0 . 9
/ de S”;—f _— (27.29)
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27.3 Zaburzenie harmoniczne

Zalozmy, ze hamiltonian H' ma postac
H'(t) = 2V cos wt. (27.30)

Woéwezas bardzo tatwo wykonaé catke po t' we wzorze (27.13) przyjmujac dla wygody
tg =0:
t

aD(t) = —% (m| V |k) / t! (eHentl g ilenal) (27.31)
0
1 1— ei(wmk—i-w)t 1— ei(wmk—w)t
= - V |k
h {m| V'[k) ( Wk + w + Wik — W )
1 (“%nk‘%“ot 1 (“an‘fw)t
_ ik |V [k [ eemten2 2T itmmae2S T )
h Wk + W Wk — W
Policzmy teraz kwadrat amplitudy a'y (t):
2 4 2
@O = o 1V Ik (27.32)
sin? W sin? M sin (wmk;w)t sin (wmk2 —w)t
5 + 5 +2cosw 5 5
(ka + (,U) (wmk - w) Wik, — W
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Rysunek 2: Wykres | a'y (t) |? jako funkcji wy,, dla dwu réznych czaséw. Po lewej stronie
duze w, po prawej mniejsze.

0.5 1 1.5 2

Funkcja ta jako funkcja w,,; jest schematycznie przedstawiona na rysunku dla 2 r6z-
nych czaséw i dla 2 réznych wyboréw w. Widzimy, ze w granicy duzych ¢ dla w > 0 czton
inteferencyjny mozna zaniedbac i prawdopodobienistwo przejécia staje sie na mocy wzoru
(27.26) suma 2 funkcji ¢ :

2
aly) ()

Liosm = }i}m
oo

2% (m| VB (6(Ep — Ey, + hw) 4+ 6(Ey, — By — hw)) . (27.33)
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Warto w tym miejscu zaznaczy¢, ze dokonujac formalnego przejscia z w — 0 we
wzorze (27.33) nie otrzymamy réwnania (27.17). Faktycznie, z wyrazenia w nawiasie
otrzymujemy 20(E,, — Ey), ale V, ze wzgledu na definicje (27.30), jest rowne H'/2 z
rownania (27.17); ostatecznie otrzymujemy tylko 1/2 wyrazenia (27.17). Wiaze si¢ to z
tym, ze w granicy w — 0 nie mozemy zaniedba¢ czlonu interferencyjnego w réwnaniu
(27.32).

Z rownania (27.33) wynika, ze po dostatecznie dtugim czasie mozliwe sa tylko przejscia
do stanéw o energii

E,. = Ej + hw. (27.34)

Poniewaz zaburzenie, ktore rozpatrywalismy
2coswt = et 4 et (27.35)
jest suma dwoch zaburzen o czestosciach +w, dla zaburzenia eksponencjalnego
H'(t) = Vet (27.36)
otrzymujemy tzw. ztotq regute Fermiego:
Ty = 2% (| V1) 2 6( o, — By 4 ) (27.37)
27.4 Zwiagzek z obrazem oddzialyawania
Przypomnijmy sobie, jak zdefiniowany jest obraz oddziatywania
ar(®)) = e M as(h))
Ost) = eMsot/Ogemitsot/M (27.38)
gdzie stany |a;(t)) speliaja rownanie

d .

i s (8) = Hy g (1) (27.39)
Zatozmy, ze znamy pelne spektrum hamiltonianu H (nie koniecznie dyskretne), wowczs

rownanie Schrodingera zalezne od czasu daje sie zdiagonlizowaé

L Ins(0)) = H Ins(0) = By Ins (1)) (27.40)

skad dostajemy '
ns(t)) = e " ng(0)) (27.41)

natomiast element macierzowy

E,—-E,

(ns(1)] Os [ms(t)) = (ns(0)] Os [ms(0)) exp(i———1) (27.42)

165



Warto zauwazy¢, ze formutujac zalezny od czasu rachunek zaburzen faktycznie prze-
szliémy do obrazu oddziatywania. Przypomnijmy, ze mieliémy tam do czynienia z rozwi-
neciem na stany wtasne hamiltonianu Hy, ktére oznaczmy jako |ng(t)):

[0s(t) =D [n5(0)) an(t)e /", (27.43)
Latwo sie przekonac, ze ’
(ns(O)|s(1)) = an(t)e /" (27.44)
(ns(O)[r(8)) = (ns(0)] oM [ghg(t)) = D (ns(0)] €™ mg(0)) (ms(0)]W(t))
= Bty (e Bt = q,(t). (27.45)

Z kolei element macierzowy wystepujacy we wzorze (27.45) moznza przepisaé¢ rozwa-
zajac

(ms(0)] Hr lns(0)) = > (ms(0)] €™/ [ks(0)) (ks(0)] Hi|is(0)) (Is(0)] e~ 5" [ng (0))

= (mg(0)] Hy |ng(0)) e™mnt. (27.46)

Zatem roéwnanie (27.12)

iha, = Z an <m|ﬁ’\n> elemnt

n

jest rownowazne réwnaniu

e msOw (1) = 3 (ms(0)] Ay ns(0)) (ns(O)]w(0)

n

= (ms(0)| H [¢,(1)) . (27.47)

co jest rownowazne (27.39), gdyz stany |mg(0)) nie zaleza od czasu i mozna je pominac.
Rownanie (27.39) mozna rozwiaza¢ wprowadzajac pojecie operatora ewolucji w obrazie
oddziatywania:

A

(1)) = Uit to) [ (to))

d ~ A
ih=Ult,to) = Hy(OUs(t,to), (27.48)

z warunkiem Uj(ty,to) = 1. Gdyby w réwnaniu (27.48) hamiltonian HY(¢) nie zalezal od
czasu, rozwiazanie bytoby prosta eksponenta

A~ 17 ~
U[(t,t(]) = exXp (_ﬁHI(t — t0>> s
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I'Il(t”)

Rysunek 3: Szereg perturbacyjny dla operatora ewolucji U 1(t,to).

jednakze dla HY(t) zaleznego od czasu takie rozwigzanie nie jest prawdziwe. Przepiszmy
rownanie (27.48) w postaci catkowej (catkujac stonanmi po dt w graniczch ¢y i t):

Ut to) =1 — ﬁ/dt H (ULt o). (27.49)

to
Roéwnanie to tatwo rozwiazaé iteracyjnie przyjmujac
Hy(t) — MNH(t)
U = 1400+ X209 + .. (27.50)

Grupujac wspolczynniki przy jednakowych potegach A i nastepnie ktadac A = 1 otrzymu-

jemy
t
Ot to) = 1—ﬁ/dt ¢ (-) /dt/dt”H’ P I ()
(_—> / % / " / e EL OV HLEVELE) + . (27.51)

Interpretacja rownania (27.51) jest prosta: podczas ewolucji w czasie od chwili ¢y do ¢
uktad oddziatywaje z otoczeniem poprzez hamiltonian H;. W pierwszym kroku nie ma w
ogble oddziatywania, w drugim oddziatywuje tylko raz, w trzeci dwa razy, i.t.d.
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