25 Atom helu i atomy wieloelektronowe

Roéwnanie Schrodingera dla atoméw wieloelektronowych przyjmuje postaé:

N N
h? -, Ze? e? . . . .
Z [—%vi - T} + Z o U (F,...,Fy) =BV (F,..., 7). (25.1)
i=1 3,j=1
1<J

7 rozwigzaniem tego roOwnania wiaza sie dwa problemy:

1. Po pierwsze musimy jako$ uwzgledni¢ wzajemne oddzialywanie elektronéw (ostatni
czton ~ 1/ r;;). Najprosciej bytoby potraktowaé to oddzialywanie jako zaburzenie.
Wtedy zerowe przyblizenie odpowiadaloby sumie energii pojedynczych elektronow
(wyliczonych juz dla atomu wodoropodobnego), a poprawki wyliczliby$my przy po-
mocy (zdegenerowanego) rachunku zaburzen. Okazuje sie , ze takie przyblizenie nie
jest zbyt dobre i trzeba stosowaé¢ inne metody.

2. Drugi problem jest bardziej fundamentalny. Przypu$émy, ze zastosowaliémy rachu-
nek zaburzen. Woéwczas stan podstawowy atomu wieloelektronowego odpowiadatby
konfiguracji, w ktorej wszystkie Z elektronéw znajdowaloby sie w stanie podstawo-
wym na najnizszej orbicie. Taki wynik stoi w jawne] sprzecznosci z do§wiadczeniem,
ktore mowi, ze atomy wieloelektromowe maja bogata strukture wynikajaca z zapet-
nienia wyzszych stanéw energetycznych. Powstaje pytanie dlaczego.

25.1 Cazastki nierozréznialne i zakaz Pauliego

Aby odpowiedzie¢ na pytanie postawione w punkcie 2 musimy sobie zda¢ sprawe z faktu,
ze nie ma sposobu, aby na gruncie mechaniki kwantowej mozna byto rozrézni¢ dwie iden-
tyczne czastki (np. dwa elektrony). Obserwacja ta prowadzi do zasady nierozréznialnosci
identycznych czastek, ktora mowi, ze w zbiorze jednakowych czastek wystepuja tylko takie
stany, ktore nie zmieniaja sie (w istotny fizycznie sposob) przy zamianie czastek. Ozna-
cza to ze przy przestawieniu czastki i-tej i k-tej funkcja falowa mnozy sie przez czynnik
fazowy e, ktory nie wpltywa na prawdopodobieristwo:

Dwukrotne zastosowanie permutacji czastek ¢ oraz k daje
PiU( . .7 7. )=V (. T )=V (7 .., (25.3)

co prowadzi do wniosku, ze
e==l1. (25.4)
Nalezy tu zaznaczy¢, ze f. falowa U moze mieé¢ réwniez cze$é¢ spinowa, ktora takze ulega

przestawieniu.
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A zatem funkcja falowa opisujaca uktad wielu nierozroznialnych czastek moze byé
albo symetryczna przy przestawieniu dowolnej pary albo antysymetryczna. Okazuje sie,
ze czastki o spinie polowkowym maja funkcje antysymetryczne (tzw. fermiony), a czastki
o spinie catkowitym (tzw. bozony) maja funkcje falowe symetryczne. Latwo pokazad,
ze funkcja symetryczna (antysymetryczna) w chwili £y pozostaje symetryczna (antysyme-
tryczna) w chwilach t > t.

Zauwazmy, ze z antysymetrii funkcji falowej wynika, ze dwa fermiony (elektrony) nie
moga by¢ w tym samym stanie kwantowym, gdyz taka funkcja falowa nie bytaby antysy-
metryczna przy ich przestawieniu. Stwierdzenie to nosi nazwe zakazu Pauliego. Zostato
ono sformutowane przez Pauliego w 1925 roku i przyniosto mu nagrode Nobla.

Zakaz Pauliego ttumaczy strukture elektronows atoméw i pozwala zrozumieé¢ ich wta-
sno$ci chemiczne zebrane w roku 1869 w postaci tablicy Mendelejewa. Ciekawy przyktad z
historii fizyki dotyczacy zakazu Pauliego stanowita zagadka zwigzana z odkryciem w roku
1964 czastki 7. W my$l modelu kwarkow, ktory przewidzial jej istnienie zanim zostala
odkryta, czastka ta sktada sie z trzech identycznych kwarkow (tzw. kwarkow s), ktore sa
fermionami o spinie 1/2, a kazdy z nich ma tadunek —2/3. Catkowity tadunek czastki 2~
wynosi —2, a spin s = 3/2. Oznacza to, ze czastka o s3 = 3/2, whrew zakazowi Pauliego,
sktada sie z trzech kwarkow w stanie catkowicie symetrycznym o s3 = 1/2 kazdy. Roz-
wigzanie tej zagadki doprowadzito do odkrycia teoretycznego opisu oddzialtywan silnych
odpowiedzialnych za wiazanie kwarkéw w obserwowalne czastki fizyczne. Okazuje sie, ze
kwarki posiadaja jeszcze jedna, nieznanng w latach 60-tych liczbe kwantowa, ktora pozniej
nazwano kolorem. Kwarki wchodzace w sktad 27sa w stanie symetrycznym ze wzgledu
na spin i potozenie, i antysymetrycznym ze wzgledu na kolor, tak ze pelna funkcja falowa
jest antysymetryczna i zakaz Pauliego jest spetniony.

25.2 Atom helu

Zobaczmy na przyktadzie atomu helu, jak zakaz Pauliego wplywa na spektrum atomow
wieloelektronowych. Energie atomu helu policzymy w rachunku zaburzeri przyjmujac za
hamiltonian niezaburzony H,

h2 . 2 2
Ho= Y {__Vg _ i} (25.5)
a jako zaburzenie
Hy = —. (25.6)

W rzedzie zerowym funkcja falowa () (7, 7%) separuje sie na iloczyn funkcji falowych od
zmiennych (1)! pierwszego i (2) drugiego elektronu:

TO(1,2) = (1)h(2) x (czes¢ spinowa). (25.7)

Przyjmujemy tu oznaczenie (i), ktoére odnosi sie badz do potozenia, badz do spinu elektronu (co
wynika z kontekstu)
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Poniewaz H jest suma dwoch identycznych hamiltonianéw opisujacych atom wodoropo-
dobny funkcje 1(i) beda znanymi nam funkcjami o idenksach n, [, m a odpowiadajaca im
energia
Z* 54.4
Catkowita energia atomu helu bedzie suma
EQ) = E, +E,,. (25.9)

ninz

25.2.1 Stan podstawowy

Zastanowmy sie teraz jak wyglada¢ bedzie pelna funkcja falowa stanu podstawowego.
Intuicyjnie jest jasnym, ze aby byl spetniony zakaz Pauliego musimy kazdy z elektronéw
umiesci¢ na poziomie podstawowym ale ich rzuty spinu s3 musza byé¢ przeciwne. Zatem
czeS¢ przestrzenna bedzie symetryczna

Ui 0ta=0(1) ¥i0u,-0(2) (25.10)
a czeS¢ spinowa antysymetryczna
1
7 O ()x=(2) = x-(1)x+(2)) - (25.11)

Zauwazmy ze czes¢ spinowa odpowiada catkowitemu s = 0.
Pelna funkcja falowa stanu podstawowego atomu helu jest niezdegenerowana (cho¢
naiwnie oczekiwalibySmy degeneracji czterokrotnej) i ma postac

U17(1,2) = 9iy(1) w&m% (¢ (D)x-(2) = x4+ (2)x-(1)). (25.12)
Odpowiadajaca jej energia
E; = —108.8 [eV]. (25.13)

Nie jest to wynik zgodny z doswiadczeniem, bowiem energia stanu podstawowego
atomu helu wynosi —79 [eV]. Oczekujemy, ze w wyniku uwzglednienia poprawki pocho-
dzacej od H; energia ulegnie przesunieciu. Poprawka do energii stanu podstawowego w
pierwszym rzedzie rachunku zaburzen ma postac

1 (2 \2 |hL (2)]2 2
AE, = 62/d3F1 d3fl|w00(rl)‘ |00 (72)| _ §€_. (25.14)
T12 22&0

Poprawka ta jest dodatnia i daje sie wyliczy¢ analityczie (Binney & Skinner). Przypo-
mnijmy, ze e*/2ag jest (minus) energia stanu podstawowego atomu wodoru, czyli

AE, =34 [eV], czyli By + AE, = —74.8 [eV] (25.15)

Widaé¢ zatem, ze zastosowane przyblizenie (25.5,25.6) (tak jak to zaznaczyliSmy na wste-
pie) nie jest najlepsze (okoto 5% doktadnosci).
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Warto spojrzeé¢ na funkcje falowa (25.12) jako na wyznacznik:

Va2l | Yeo(Dx-(1) g(2)x-(2)
Wyznacznik (25.16) nosi nazwe wyznacznika Slatera i daje sie uogélni¢ na stany o N
czastkach. Oznaczmy przez k; zbioér liczb kwantowych numerujacych i-ty stan. W poda-
nym wyzej przykltadzie k = {n, [, l3, s3}, a dla stanu podstawowego mamy dwie mozliwosci
k1 ={1,0,0,+1/2} i ko = {1,0,0,—1/2}. W przypadku wickszej liczby elektron6w mamy

g L | Vel 9u@ - v (25.17)

VN1 : :
Yy (1) Yry(2) -+0 Pry (N)

przy czym jedli liczba stanow jest wieksza niz liczba elektronéw to mozemy utworzy¢ odpo-
wiednio wiecej wyznacznikoéw Slatera wybierajac wszystke mozliwe podzbiory N standw.

25.2.2 Pierwszy stan wzbudzony

Pierwszy poziom wzbudzony otrzymamy umieszczajac jeden elektron na poziomie pod-
stawowym n = 1 a drugi na pierwszym poziomie wzbudzonym n = 2. Energia takiej
konfiguracji wynosi

By = —54.4 (1 + i) = —68 [eV]. (25.18)

Stan ten jest silnie zdegenerowany i oczekujemy, ze uwzglednienie poprawki od H; spo-
woduje przynajmniej czeSciowe zniesienie degeneracji.

Rozwazmy najpierw czes¢ przestrzenng funkcji falowej. Mozemy skonstruowaé 8 funk-
cji (w bazie ¢))

¢y = 50(1)7/}80(2)7 Q5 = ¢éo(1)7/}%0(2),
By = P50 (2)050(1),  Pe = 1o (2)1i5(1),
O3 = 30(1) %1(2)7 ¢; = 2/}30(1)1#%71(2)7

Dy = (2003 (1), By = U202, (1), (25.19)

Nie sa to jednak funkcje, ktore spetniaja zasade nierozréznialnosci. Mozemy jednak u-
tworzy¢ kombinacje liniowe

- 1 ~ 1

Q1357 = E (P1357 — Poagss), Pouss = E (P1357 + Pauss) (25.20)
ktore sa antysymetryczne (®y357) lub symetryczne (®y455) przy przestawieniu czastek
1 <+ 2. Kazda z tych funkcji musimy przemnozy¢ przez czesé spinowa. Funkcje antysyme-
tryczne musimy przemnozy¢ przez symetryczng czesé spinowa. Sa trzy takie symetryczne
funkce spinowe

X+(Dx+(2), % O (Mx-2) +x+@)x-(2)),  x-(1)x-(2) (25.21)
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odpowiadajace zlozeniu dwoch spindéw 1/2 na catkowity spin 1 odpowiednio o rzutach
s3 =1,0,—1. Mamy zatem 12 funkcji o catkowitym spinie 1:

X+ (Dx+(2)
Uy 557 = Prasr X \% (x+(D)x-(2) + x+(2)x-(2)) . (25.22)
X-(1)x-(2)

7 kolei funkcje symetryczne musimy przemnozy¢ przez antysymetrtyczna czesé spinowa:

1
— Dx_(2) — 2)x—(2 25.23
\/§(X+( )X-(2) = x+(2)x-(2)) (25.23)
odpowiadajaca zlozeniu dwoch spindéw 1/2 na catkowity spin 0. Mamy zatem 4 funkcje o
catkowitym spinie 0:

U 15 = Bogss X % (e (DX-(2) — x+(2)x-(2)). (25.24)

W sumie jest zatem 16 funkcji falowych odpowiadajacych energii (25.18). Pierwszy po-
ziom wzbudzony atomu helu jest 16. krotnie zdegenerowany, cho¢ naiwnie oczekiwaliby-
Smy degeneracji 32. krotne;j.

Rozpatrzmy teraz zaburzenie H;. Znajdziemy poprawki do energii oraz niezaburzo-
ne funkcje falowe dopasowane do zaburzenia. W tym celu rozpatrzymy najpierw czesé
przetrzenng w bazie funkeji (25.19):

det [(i |H]§) — A0;;] =0, 4,j=1,...,8, (25.25)

a potem dodamy ,recznie” cze$¢ spinows. Mozemy tak zrobi¢, poniewaz hamiltonian nie
zalezy od spinu. Tutaj warto$ci wlasne A sa po prostu odpowiednimi poprawkami do
energii.

Nie bedziemy tu wdawac sie w szczegoty rachunkowe, zauwazymy tylko, ze nie znikaja
nastepujace diagonalne elementy macierzy (i |Hq| j):

<Z‘H1|Z> :\787 dlai:lvza
G[H|d) = T, dlai=3,....8. (25.26)

Stale J;, nosza nazwe catek coulombowskich. Ponadto nie znikaja nastepujace niediago-
nalne elementy macierzy (i |H1|j):

GIHi+ 1) = (i + 1 [Ha] i) = K,, dlai=1,
GH i+ 1) = (i + 1[Hy| i) = K,, dlai=3,5,T. (25.27)

Elementy te nosza nazwe catek wymiany. Numerycznie calki wymiany sa duzo mniejsze
od calek coulombowskich, a dla tych ostatnich zachodzi Js; < J,.
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Rownanie (25.25) przyjmuje zatem postac:

Jo—X K, 0 0 0 0 0 0

Ko Jo—A 0 0 0 0 0 0

0 0 J-x K, 0 0 0 0

0 0 K, J,—A 0 0 0 0o |

0 0 0 0 J-Xx K, 0 o |70 (25:28)
0 0 0 0 K, J—-Xx 0 0

0 0 0 0 0 0 J-A K,

0 0 0 0 0 0 K, J—A\

Widzimy, ze macierz (25.25) ma postaé¢ blokows i kazdy z blokéw mozna zdiagonalizowaé
oddzielnie. Pierwszy blok daje energie

A=, F K, (25.29)

a nastepne cztery bloki
)\igg =T F /Cp. (25.30)

Dopasowane do zaburzenia funkcje falowe do wartosci wlasnych A, » znajdujemy dia-
gonalizujac gorny lewy rog macierzy (25.28):

FEL, K, x|
' K., K. [ y } =0. (25.31)
Dwa rozwigzania
Al o= —y,
Ay T =y, (25.32)

odpowiadaja unormowanym funkcjom falowym

- 1 ~ 1

(I)l - E (CI)l - @2) 5 q)g - E ((1)1 —I— (1)2) . (2533)
Sa to zatem skonstruowane juz wcze$niej funkcje spelniajace zasade nierozréznialnosci.
Podobnie do wartosci wtasnych As3.g otrzymujemy

D357 = % (D357 — Pugs), DPass = % (D357 + Puss)- (25.34)

Aby nasze funkcje byty kompletne, musimy domnozy¢ je przez odpowiednie czesci spi-

nowe, tak jak to juz zostalo zrobione we wzorach (25.22) i (25.24). W sumie otrzymujemy

zatem po 3 funkcje falowe odpowiadajace wartosci wtasnej \; = J, — Ky oraz wartosciom

wlasnym A3 57 = J, — K,,0raz po jednej funkcji falowej do wartosci wlasnej Ao = Js + K

iAgs = Jp+K,. Analogiczny wynik otrzymalibysmy konstruujac odpowiednie wyznacz-
niki Slatera.
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Poziomy energetyczne atoméow wieloelektronowych nazywamy termami. Oddzialywa-
nie H; powoduje, ze momenty pedu poszczegdlnych elektronéw nie sa dobrymi liczbami
kwantowymi, natomiast dobra liczba kwantows jest sumaryczne [ i l3. Poniewaz Hamilto-
nian H nie zalezy od spinu dobrymi liczbami kwantowymi, jak to widzieliSmy analizujac
funkcje falowe dopasowane do zabuzenia, sa tez s i s3. Termy ,numerujemy” duzymi li-
terami S dla l =0, P dlal =1 itd. z umieszczonym po lewej stronie géornym indeksem
25 + 1. Tak wiec stan podstawowy jest termem 'S. Z kolei pierwszy stan wzbudzony po
uwzglednieniu efektow od calek coulombowskich i calek wymiany ma nastepujaca struk-

ture:

'p.
5P
s
35

—40 ¢
-50 ¢
-60 o
-70 o
-80 o
-90 ¢
-100 o
—1107

Energia [eV]

E=E"+7,+K,,
E=E"+7,+K,
E=E9 47 —K,.
E%J,
(1s2p) 'p 3p
T e— 1
J asas) 35 S
E®J,
(152) 'S
[ EY%

Rysunek 1: Termy w atomie helu.
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25.3 Przyblizenie pola Sredniego

Okazuje sie, ze wyniki numeryczne dla atoméw wieloelektronowych mozna znacznie po-
prawi¢ dodajac i odejmujac pewien zgadniety potencjal centralny

- 7 2¢? 7 e?
=3 |-um -]+ 3 2 (25.36)
i=1 J ig=1"%
i<j

Najpierw rozwigzujemy niezaburzony problem z hamiltonianem Ho a potem doliczmy
poprawke od #;. Potencjal U(7;) staramy sie wybrac tak, by zminimalizowaé¢ poprawke.

Jedna z metod dobrania odpowieniego potencjatu U jest iteracyjna metoda Har-
tree’ego. Wybieramy najpierw potencjal Uy i wyliczamy pozimy energetyczne z rownania
Schrédingera. Natepnie obsadzamy stany energetyczne od najnizszego uwzgledniajac za-
sade Paulego. Tak wiec na najnizszym poziome n =1 o0l = 0 (stan s) umieszczamy dwa
elektrony o spinach ,na dot” i ,do gory”, potem w stanie n = 2 dwa elektrony w stanie s
i 6 w stanie p, i.t.d. az wyczerpiemy wszyskie elektrony. Nastepnie przypisujac kazdemu
elektronowi rozktad tadunku zgodny z kwadratem modutu jego funkcji falowej wyliczmy
sredni potencjal pochodzacy od jadra i od elektronéw. W ten sposéb otrzymujemy poten-
cjal U,. Powtarzamy caly procedure rozmieszczajac elektrony na poziomach otrzymanych
z réwnania Schrodingera z potencjatem U; i wyliczamy nowy potencjat Us. Procedure te
powtarzamy tak dtugo, az osiggniemy zalozong doktadno$é dla energii poziomdéw energe-
tycznnych. W praktyce oznacza to, ze otrzymane w kroku n+ 1 energie r6znig sie niewiele
od tych otrzymanych w poprzednim kroku iteracji.
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