23 Atom wodoru w zewnetrznych polach

W tym rozdziale najpierw krotko przypomnimy rozwiazanie réwnania Schrodingera dla
ruchu elektronu o masie ¢ w potencjale Coulomba, a potem oméwimy efekty zwiazane z
oddzialywaniem atomu z zewnetrznym polem magnetycznym i elektrycznym.

23.1 Spektrum atomu wodoropodobnego

Spektrum atomu wodoropodobnego mozna znalezé rozwigzujac radialne réwnanie Schrodin-
gera

Ld(,dY\ 2u I(1+1)
{‘p% (7’ %) T (V(r)—E)+ 3 u(r) =0 (23.1)
z potencjatem
7 2
V(r)= —76 (23.2)

ale istnieje tez pouczajaca metoda algebraiczna, ktéra mozna znalezé w podreczniku
Schiffa. Przypomnijmy, ze pelna funkcja falowa ma postaé

Vi (10, 0) = ui' ()Y, (0, ©), (23.3)

gdzie radialna funkcja u zalezy jawnie od [ i od liczby kwantowej n zwanej radialng.

n=v+1+1(, gdzier=0,1,... 1=0,1,... (23.4)
Ostateczny wzor na energie atomu wodoropodobnego ma postac:
472 272 h2
n — _Iueg = - ¢ y o = —, (235)
2h*n? 2a9n? e’

gdzie stala ag = 5,29 x 107 c¢m jest zwigzana ze $rednim promienia orbity atomu wodoru
(promien Bohra). Zauwazmy, Ze n zmienia sie od 1,2 do oo. Dla kazdego n mozliwe
sa jednak réozne wartosci v i [, co daje degeneracje widma atomu wodoropodobnego.
Przesledzmy to na przyktadzie kilku pierwszych pozioméow

n=vibl v 1 RO e RS
1 0 0 1 1s 1
2 0 1 3 2p
10 1 2s 4 (23.6)
3 0 2 5 3d
11 3 3p
2 0 1 3s 9

Latwo przekonaé sie bezposrednim rachunkiem, ze calkowita degeneracja wynosi n? :

n—1

S@i+1) = 2@ Y n=n (23.7)
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Otrzymane w wyniku urwania szeregu na u(r) wielomiany )" nosza nazwe wielomia-
now Laguerre’a.
Funkcja stanu podstawowego ma postac

A Zr
[ — 2 —= ). 23.8
1=0,m=0 \/E (a()) exXp ( ao ) ( )

Pierwszy stan wzbudzony opisywany jest czterema funkcjami falowymi

9 1\*? r r 0
e = | =— 2— — —— | Y5 (0
1=0,m=0 (2a0> < a0> exXp < 2a0) 0 (0,0),

1\? 1 r r

n=2 0,£1

e = — —_—— —— Y, (0, 0). 23.9
l=1,m=0,%+1 (2(10) \/§CLO €xp < 2&0) 1 ( 7()0) ( )

Sa to funkcje ortonormalne.

23.2 Zjawisko Starka

Obliczmy wplyw stalego pola elektrycznego na niezaburzone poziomy atomu wodoru. W
przypadku jednorodnego pola skierowanego rownolegle do osi z, hamiltonian zaburzajacy
przyjmuje postacé

H' =eEz = eFErcost = eErn,, (23.10)

gdzie e > 0 (ladunek elektronu wynosi —e).

Na podstawie dyskusji zredukowanych elementéw macierzowych dla wektora wodza-
cego 1 wiemy, ze diagonalne elementy n, znikajg, co zwigzane jest z faktem, ze cosf
jest nieparzystafunkcja € na odcinku 0,7. A zatem w pierwszym rzedzie rachunku za-
burzen efekt statego pola elektrycznego znika dla stanu podstawowego. Zmiana energii
mozliwa jest zatem dopiero w drugim rzedzie rachunku zaburzen i efekt ten nosi nazwe
kwadratowego zjawiska Starka.

Dla stanéw wzbudzonych mamy do czynienia ze zedegenerowanym rachunkiem zabu-
rzen i efekt rozszczepienia poziomoéw energetycznych pojawia sie juz w pierwszym rzedzie
rachunku zaburzen (tzw. liniowe zjawisko Starka).

W charakterze przyktadu rozpatrzmy pierwszy wzbudzony stan atomu wodoru o n =
2, gdzie wystepuje poczworna degeneracja ze wzgledu na [ i na m. Oznaczmy kolejno
niezaburzone stany odpowiadajace energii

me?

g _ _me
2 8h?

(23.11)

jako
=2 =2 =2 =2
Yy = ?:0,m207 Yy = ?:1,771:717 Py = ?:1,m=o Yy = zn=1,m=1-

Poniewaz wektor wodzacy n, ma niezerowe elementy macierzowe tylko miedzy stanami
o réznych [, H' moze mie¢ niezerowe elementy tylko migdzy ¢, a 1,3,. Dodatkowo,
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poniewaz n, jest sktadowa nieredukowalnego operatora tensorowego o m = 0, jedyny
niezerowy element H' to Hly = (1| H' |13) oraz Hj = H. Widzimy tu w pelnym
Swietle uzytecznos¢ twierdzenia Wignera—Eckarta.

Przypomnijmy, ze pierwsza poprawke do energii w zdegenerowanym rachunku zabu-
rzen otrzymujemy z wyliczenia wyznacznika, ktory dla czterech zdegenerowanych pozio-
moéw przyjmuje postac:

~EY" 0o H, 0

g
0 0 0o —£gV

Dodatkowo, poniewaz dla m = 0 funkcje kuliste sa rzeczywiste, zachodzi Hi; = Hp% =
1 rOwnanie (23.12) przyjmuje postac

BV? (E§1>2 - h2) ~0 (23.13)

co daje cztery rozwigzania

EY =0,0,—h, h. (23.14)

Znajdzmy teraz wektory wlasne do wartosci wtasnej Eél) =0

= 0. (23.15)

o O
o O O
o O O
o O O
QL O o
o OO0

Rozwigzaniem tego réwnania jest ¢ = a = 0. Niezerowe pozostaja b i d, co oznacza,
ze wektory wtasne do wartosci wtasnej 0 sa kombinacjami liniowymi funkcji ¢, i ¥,. A

zatem rozszczepieniu nie ulegajg stany o [ = 11 m = +1. Wektor wlasny do Eél) = —h
znajdujemy rozwiazujac réwnanie
h 0 h O a a+c
0 h 0O b b
h 0 h O A L +c | 0 (23.16)
0 0 0 h d d
Rozwigzaniem tego rownania jest ¢ = —a, b = d = 0. A zatem stan o energii E — h jest

kombinacja liniowa
a (¥ —1b3) = a (V]2 Om 0~ ;Lzzl%mzo) ; (23.17)

gdzie a wyznaczamy z warunku unormowania a = 1/v/2. Funkcje falowa stanu o energii

Eéo) + h mozemy wyznaczy¢ z rownania analogicznego do (23.16) lub z warunku ortogo-
nalnosci do stanu (23.17):

1
ﬁ(¢1+¢3)—7( l0m0+¢l Lm= 0) - (23.18)
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O tym, ktory z tych dwu stanow (23.17,23.18) ma nizsza energie decyduje znak h.

Dotychczasowe rozwazania prowadzilismy tylko w oparciu o wlasnosci symetrii i twier-
dzenie Wignera—Eckarta. Pozostaje nam jeszcze do znalezienia wrtos¢ liczbowa h. W tym
celu wypiszmy jawng postaé¢ funkcji falowych:

P, = Y92 = L v 9_ exp _ Y2(6, ¢)
1 1=0,m=0 an ao 2@0 0 ) )
1 3/2 1 r r
= Y2 _ o =[— — ——— 1 Y20, p). 23.19
(0 1=1,m=0 (2@0) \/§a0 exp ( 2a0> 1 ( 7<P) ( )

Szukany element macierzowy wyraza si¢ wzorem

1 3 1 7 r r r
h=eE|—) — [dr?—(2——)exp|——) (1,0|n,]0,0). 23.20
() 5l Z(e- D)oo (-2) womon. @2

Czes¢ katowa znamy z twierdzenia Wignera—Eckarta

1
1,0|n,|0,0) =4/ <.
Lol o.0) =/

Catke radialna wyliczymy podstawiajac p = r/ao:

1\*1, [
h = eE (—) gaéfdpp4 (2 = p)exp (—p)
0

Qo
24
Aby podstawi¢ jednostki, wyrazmy pole E w nxV /cm, pamietajac, ze 1 V=1/300 ,/cm g/s:

= eE—(2-5) 4l = —3cEay. (23.21)

pfmy/cmg n /cmg
300 scm

1
= nx0,25x 107 ¥erg =n x 1,56 x 107%V = 12,48 x 107°—,  (23.22)
cm

h = —3x4,8x10" 5,29 x 10~ %cm

gdzie 1/cm jest typowa jednostka atomowsa energii (1eV = 8 x 10°1/cm). Zatem dla pol
rzedu 10° V/cm efekt Starka daje rozszczepienia rzedu 107 eV, a wiec cztery rzedy
wielkosci mniej niz odlegtos¢é miedzy stanem podstawowym a omawianym poziomem n =
2.

23.3 Ruch czastki w polu elektromagnetycznym

Dotychczas omowilismy dosé szczegdtowo oddzialywanie czastki natadowanej z zewnetrz-
nym polem elektrycznym. Aby opisa¢ takze ruch w polu magnetycznym, musimy skwan-
towaé¢ odpowiedni hamiltonian klasyczny

1 S 2
H= o (5= LA 0) +av(re), (23.23)

2m c
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gdzie q jest tadunkiem czastki, zas ¢ predkoscia $wiatta. Przypomnijmy, ze pola elek-
tryczne i magnetyczne wyrazaja sie przez potencjaly w nastepujacy sposob:

E=—--=——-VV, B=VxA. (23.24)

O ile czes¢ elektryczna nie przedstawia probleméw, to czesé zawierajaca potencjal wekto-
rowy A nie daje sie prosto skwantowa¢, gdyz potencjat A jest funkcja 7, a 7 nie komutuje
z operatorem pedu. Z pomoca przychodzi nam tu postulat, aby kwantowy operator Ha-
miltona byl hermitowski. Wowczas

Stad

2m 2mece

23.3.1 Efekt Zeemana

Poddanie atomu wodoru dziataniu statego pola megnetycznego powoduje zmiany ener-
gil stanéw zwiazanych. Sprobujemy obliczy¢ te¢ zmiang w pierwszym rzedzie rachunku
zaburzeni. W tym celu jako zaburzenie przyjmiemy tylko liniowa w A czesé¢ (23.26):

i = —2'26—777; [(ﬁ : /T) 24 ﬂ , (23.27)

gdzie za tadunek ¢ przyjelismy tadunek elektronu
q=—e, e>0.

Stalte pole magnetyczne B opisywane jest potencjalem

1

A= 55 X T, (23.28)

Rzeczywiscie

5 S 1 1
Bi = (V X A>Z~ = S€ijkOieutm Birm = 581 (0udjm — Oimjt) Ojm = Bi.

Poniewaz .
6 : /T = §€klmBlak7"m = O,

we wzorze (23.27) pozostaje tylko drugi czton:

?

2g-§:h<§xf)-ﬁ: Zﬁ-(Fxﬁ): B-L.

h
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A zatem zaburzenie przyjmuje postaé

R Bl .
H = ;—W%B L. (23.29)

Wielkosé
eh erg

= — =927Tx107%
B 2me ol Gs

J v
= 0.2740154 x 107 7 = 578838263 10—5eT (23.30)

nazywamy magnetonem Bohra.

Otrzymany powyzej hamiltonian ma $cisty zwiazek z klasycznym ruchem elektronu o
tadunku —e z predkoscia v po orbicie kotowej o promieniu r wokoét ciezkiego jadra. W
kazdej chwili czasowej uktad proton-elektron tworzg dipol; jednakze usredniony po czasie
moment dipolowy tego uktadu jest rowny zeru. Natomiast usrednione pole magnetyczne
pochodzace od petli prgdowej elektronu jest rézne od zera (pamietajmy, ze prad jako
obiekt ,inzynieryjny” ptynie w kierunku przeciwnym do ruchu elektronu). Natezenie pradu
generowane przez ruch elektronu to ilo$¢ tadunku, ktoéra przepltywa przez dany punkt
orbity w ciagu sekundy. Elektron w ciagu sekundy wykonuje v/ 271 obrotéow, zatem

ev
[ = —. 23.31
2rr ( )
A > —
_evr
ST
r X
—-e
V< ]
%
v L

Rysunek 1: Moment magnetyczny elektronu poruszajacego sie po orbicie kotowej.

Petla z pradem o powierzchni S generuje pole magnetyczne é, ktore z duzych odle-
glosdci wyglada jak pole dipola magnetycznego o momencie dipolowym fi

I~
i=-5, (23.32)
c
gdzie S jest skierowanym elementem powierzchni, przy czym jego kierunek i zwrot wzgle-
dem kierunku pradu wyznacza requta $ruby prawoskretnej. W rozpatrywanym przez nas
przypadku S = 7r? i
evr e

e
= —— = — = _L 2 N
H 2¢ chmvr 2me (23.33)
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gdzie L jest wartoscia momentu pedu elektronu. Poniewaz elektron porusza sie w kierunku
przeciwnym niz prad, zwiazek (23.33) mozemy zapisa¢ wektorowo

T— (23.34)

Zwrocmy uwage, ze —e jest tadunkiem elektronu. Zatem wzor (23.29) mozemy przepisaé
ogblnie )
H=-B-Q (23.35)

gdzie ji jest operatorem momentu magnetycznego czastki, a H' ma interpretacje operatora
energii oddzialywania momentu dipolowego z polem maghetycznym B.

Dla pola B skierowanego wzdtuz osi z element macierzowy miedzy stanami
bardzo prosty do obliczenia

jest

nlm

(n,l,m| H' |n,1,m) = mugB, (23.36)

gdzie m g jest momentem magnetycznym atomu w stanie |n,l,m). Widzimy zatem, ze

poziomy energetyczne atomu wodoru ulegaja rozszczepieniu w stopniu proporcjonalnym
do Bim.
Zjawisko Zeemana komplikuje si¢ w przypadku uwzglednienia spinu elektronu.
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