
21 Symetrie

21.1 Grupy symetrii

Spróbujmy odpowiedziéc sobie na pytanie, jak zmienia si¾e stan uk÷adu kwantowego pod
wp÷ywem transformacji uk÷adu wspó÷rz¾ednych. Najprostsz ¾a tak ¾a transformacj ¾a jest np.
przesuni¾ecie lub obrót uk÷adu wspó÷rz¾ednych. Warto od razu zauwa·zýc, ·ze tego typu trans-
formacj¾e mo·zemy zinterpretowác jako przesuni¾ecie lub obrót samego uk÷adu �zycznego.
St ¾ad bierna i aktywna interpretacja takiej transformacji. Druga uwaga dotyczy matem-
atycznych w÷asnósci wspomnianych transformacji: otó·z zarówno translacje jak i obroty s ¾a
grupami symetrii. Dysponujemy zatem silnym aparatem matematycznym, który mo·zna
zastosowác w mechanice kwantowej.
Przypomnijmy pokrótce de�nicj¾e grupy. Zbiór obiektów a; b; c : : : tworzy grup¾e G,

je·zeli mo·zna zde�niowác dzia÷anie � o nast¾epuj ¾acych w÷asnósciach:

1. dla ka·zdych a; b 2 G wynik a � b 2 G,

2. istnieje element e 2 G, taki ·ze a � e = e � a = a (zwany elementem jednostkowym),

3. do ka·zdego elementu a istnieje element odwrotny a�1, taki ·ze a �a�1 = a�1 �a = e ,

4. dzia÷anie � jest ÷¾aczne: (a � b) � c = a � (b � c).

Dodatkowo jésli dzia÷anie � jest przemienne, to mówimy, ·ze grupa G jest abelowa
(przemienna).
Np. Liczby ca÷kowite 0;�1;�2; : : : tworz ¾a grup¾e wzgl¾edem dodawania, a elementem

jednostkowym jest tutaj 0. Jest to oczywíscie grupa przemienna. Grupy mog ¾a sk÷adác
si¾e ze skończonej liczby elementów, z przeliczalnej liczby elementów, lub z nieprzeliczalnej
liczby elementów. W tym ostatnim przypadku elementy grupy wygodnie jest oznaczýc
jako funkcje jednego lub kilku ci ¾ag÷ych parametrów.
×atwo przekonác si¾e, ·ze translacje czy obroty s ¾a grupami ci ¾ag÷ymi zale·znymi od trzech

ci ¾ag÷ych parametrów. W przypadku translacji s ¾a to trzy sk÷adowe wektora przesuni¾ecia,
a w przypadku obrotów trzy k ¾aty. W �zyce cz¾esto wprowadzamy inn ¾a, nieco bardziej
formaln ¾a grup¾e, mianowicie grup¾e translacji czasowych.
Na koniec tego krótkiego wst¾epu warto zaznaczýc, ·ze w �zyce odgrywaj ¾a rol¾e nie tylko

grupy zwi ¾azane z transformacjami czasu i przestrzeni, ale równie·z grupy transformacji
w pewnych abstrakcyjnych przetrzeniach. Wrócimy jeszcze do tego problemu w dalszych
rozdzia÷ach.

21.2 Grupa translacji

Mówi ¾ac o translacji uk÷adu �zycznego mamy na mýsli transformacj¾e

~r ! ~r0 = ~r + ~a; (21.1)
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gdzie ~a jest wektorem translacji. Powstaje pytanie, jak zmienia si¾e funkcja falowa uk÷adu
�zycznego pod wp÷ywem takiego przesuni¾ecia. Je·zeli w przestrzeni nie ma ·zadnych pól
(np. elektomagnetycznych lub grawitacyjnych, które by÷yby na sztywno zwi ¾azane z jakiḿs
wyró·znionym uk÷adem odniesienia) to stan uk÷adu kwantowego zasadniczo nie powinien
ulec zmianie. Oczywíscie pakiet falowy o maksimum w punkcie ~r0 zamieni si¾e w pakiet
falowy o maksimumw punkcie ~r0+~a, ale np. kszta÷t pakietu nie ulegnie zmianie. Czyli jésli
przed przesuni¾eciem uk÷ad opisuje funkcja falowa  �(~r), to po przesuni¾eciu opisywany jest
on funkcj ¾a falow ¾a  �(~r + ~a). Postulat wspó÷zmienniczósci wzgl¾edem tanslacji sprowadza
si¾e do równania

 �(~r + ~a) =  �(~r) lub  �(~r) =  �(~r � ~a) (21.2)

Aby odpowiedziéc na pytanie, jak ze stanu kwantowego � otrzymác matematycznie
stan �, zde�niujmy operator U(~a), taki ·ze

Û(~a) �(~r) =  �(~r): (21.3)

Zauwa·zmy, ·ze równanie (21.3) podaje przepis, jak przej́śc od jednego stanu do drugiego
dla uk÷adu w tym samym punkcie. Od razu z zachowania normy dostajemy warunek

Û y(~a)Û(~a) = 1; (21.4)

czyli ·ze operator U jest unitarny.
Aby znaleźc jawn ¾a postác operatora U musimy skorzystác z równania (21.2)

Û(~a) �(~r) =  �(~r � ~a): (21.5)

Warto w tym miejscu zauwa·zýc, ·ze równanie (21.5) stosuje si¾e w zasadzie dla dowolnej
transformacji przestrzennej R:

~r ! ~r 0 = R~r; (21.6)

wówczas
ÛR  �(~r) =  �(R

�1~r): (21.7)

Dalej wystarczy za÷o·zýc, ·ze translacja (21.1) jest in�nitenzymalna, tzn. ·ze ~a jest ma÷e
i

 �(~r � ~a) =  �(~r)� ~a � ~r �(~r) +
1

2

�
~a � ~r

�2
 �(~r) + : : : ; (21.8)

a st ¾ad

Û(~a) = 1� ~a � ~r+ 1
2

�
~a � ~r

�
+ : : : = e�~a�

~r: (21.9)

Na koniec warto przepisác (21.9) przy pomocy operatora p¾edu

Û(~a) = e�i~a�~p=�h = e�i(axp̂x+ay p̂y+az p̂z)=�h: (21.10)

Widzimy, ·ze operatory Û(~a) tworz ¾a grup¾e abelow ¾a w sensie de�nicji podanej na pocz ¾atku
rozdzia÷u, a poszczególne elementy tej grupy numerowane s ¾a trzema ci ¾ag÷ymi parametrami
ax, ay i az. Elementem jednostkowym jest

Û(0) = 1;
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a elementem odwrotnym
Û�1(~a) = Û(�~a) = ei~a�~p=�h:

Operator Û przyjmuje postác (21.10) niezale·znie od reprezentacji jak ¾a wybierzemy dla
operatora ~p. Operator p¾edu nazywamy w tym konteḱscie generatorem grupy.

21.2.1 Równanie ruchu

Czy z faktu, ·ze  � (t; ~r) spe÷nia zale·zne od czasu równanie Schrödingera

i�h
d

dt
 � (t; ~r) = Ĥ  � (t; ~r) (21.11)

wynika, ·ze  � (t; ~r) jest tak·ze rozwi ¾azaniem zale·znego od czasu równania Schrödingera?
Sprawd́zmy

i�h
d

dt
 � (t; ~r) = i�h

d

dt

�
ÛR  � (t; ~r)

�
= ÛR

�
i�h
d

dt
 � (t; ~r)

�
= ÛRĤ  � (t; ~r)

= ÛRĤ Û yR � (t; ~r) ; (21.12)

gdzie w ostatnim kroku skorzystalísmy z unitarnósci operatora ÛR i równania (21.7).
Równanie to przyjmuje postác (21.12) gdy

ÛRĤ Û yR = Ĥ; czyli
h
ÛR; Ĥ

i
= 0: (21.13)

Stosuj ¾ac równanie (21.13) do transformacji symetrii, otrzymujemy, ·ze musi zachodzích
p̂; Ĥ

i
= 0: (21.14)

Aby wykazác (21.14) wystarczy rozwin ¾ác Û wed÷ug (21.9). A zatem, aby uk÷ad
�zyczny po przesuni¾eciu nadal pozostawa÷uk÷adem �zycznym (czyli spe÷nia÷równanie
Schrödingera), operator p¾edu (czyli generator symetrii) i hamilatonian uk÷adu musz ¾a ko-
mutowác (czyli posiadác wspólny uk÷ad funkcji w÷asnych). O takim uk÷adzie mówimy, ·ze
jest niezmienniczy wzgl¾edem translacji.

21.2.2 Elementy macierzowe stanów przesuni¾etych

Dotychczas nasze wywody prowadzilísmy w oparciu o funkcje falowe w przedstawieniu
po÷o·zeniowym. Jednak·ze równanie (21.3) mo·zna z ÷atwósci ¾a przepisác w notacji bra i ket
Diraka:

j�i = ÛR j�i : (21.15)
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Podobnie dla stanu sprz¾e·zonego
h�0j = h�0j Û yR: (21.16)

Wykorzystuj ¾ac równania (21.15) i (21.16) zapiszmy element macierzowy dowolnego oper-
atora dynamicznego Ô w uk÷adzie przetransformowanym:

h�0j ÔR j�i = h�0j Û yRÔRÛR j�i = h�0j Ô j�i : (21.17)

Widzimy zatem, ·ze operator w uk÷adzie wyj́sciowym wyra·za si¾e przez operator w uk÷adzie
przetransformowanym

Ô = Û yRÔRÛR: (21.18)

Wró́cmy do translacji. Intuicyjnie, wspó÷rz¾edna rk w uk÷adzie przesuni¾etym o ~a, z punktu
widzenia uk÷adu wyj́sciwego ma wrtóśc rk + ak. Sprawd́zmy, jak wygl ¾ada to w naszym
formalízmie. Przyjmuj ¾ac, ·ze ÔR = r̂k, mamy

Ô =

�
1 +

i
�h
aip̂i + : : :

�
r̂k

�
1� i

�h
aip̂i + : : :

�
= r̂k +

i

�h
ai [p̂i; r̂k] = rk +

i

�h
ai (�i�h�ik)

= rk + ak: (21.19)

Zatem elementy macierzowe operatora po÷o·zenia w stanach przesuni¾etych j�i s ¾a równe
odpowiednim elementom macierzowym operatora ~r + ~a w stanach wyj́sciowych j�i.
Z kolei, jésli ÔR = p̂, to operator Ô = p̂. Podobnie jest dla ka·zdego operatora, który

jest funkcj ¾a p̂.

21.3 Translacje w czasie

Rozpatrzmy teraz analogicznie transformacj¾e polegaj ¾ac ¾a na translacji czasowej. Wówczas

 �(t+ � ; ~r) =  �(~r) lub  �(t; ~r) =  �(t� � ; ~r): (21.20)

Korzystajc z analogonu wzoru (21.7)

ÛT (�) �(t; ~r) =  �(t� � ; ~r) (21.21)

i stosuj ¾ac rozwini¾ecie Taylora

 �(t� � ; ~r) =

�
1� �

d

dt
+
� 2

2!

d2

dt2
+ : : :

�
 �(t; ~r) = e��

d
dt �(t; ~r): (21.22)

St ¾ad
ÛT (�) = ei�Ĥ=�h (21.23)

pod warunkiem, ·ze Ĥ nie zale·zy od czasu. Tylko wtedy wy·zsze pochodne dn=dtn daj ¾a
si¾e zast ¾apíc przez Ĥn . Oczywíscie ÛT komutuje z Ĥ i uk÷ad posiada symetri¾e niezmien-
niczósci translacyjnej w czasie.
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21.4 Grupa obrotów

21.4.1 Generatory grupy obrotów

Aby znaléźc form¾e operatora ÛR dla obrotów musimy najpierw skonstruowác przekszta÷ce-
nie przestrzenne odpowiadaj ¾ace obrotowi wektora ~r. Ka·zdy obrót R mo·zna przedstawíc
jako z÷o·zenie trzech obrotów kolejno wokó osi z, x i y1:

R = Ry(�y)Rx(�x)Rz(�z); (21.24)

gdzie �x;y;z s ¾a k ¾atami obrotu wokó odpowiednich osi. Warto zaznaczýc, ·ze istotn ¾a rol¾e
odgrywa tu kolejnóśc obrotów, gdy·z nie s ¾a to operacje przemienne. Za dodatni kierunek
obrotu przyjmijmy kierunek przeciwny ruchowi wskazówek zegara, wówczas obrót o k ¾at
�z daje si¾e zapisác za pomoc ¾a przekszta÷cenia macierzowego24 x0

y0

z0

35 =
24 cos�z � sin�z 0
sin�z cos�z 0
0 0 1

3524 x
y
z

35 : (21.25)

Rzeczywicie dla wektora ~r = (x; 0; 0) le·z ¾acego na osi x po obrocie ~r 0 = (x cos�z; x sin�z; 0),
a wi¾ec wspó÷rz¾edna x zmala÷a a y wzros÷a.
Obrót wokó osi x o k ¾at �x przyjmuje postác24 x0

y0

z0

35 =
24 1 0 0
0 cos�x � sin�x
0 sin�x cos�x

3524 x
y
z

35 (21.26)

natomiast obrót wokó osi y o k ¾at �ydaje si¾e zapisác jako:24 x0

y0

z0

35 =
24 cos�y 0 sin�y

0 1 0
� sin�y cos�y

3524 x
y
z

35 : (21.27)

Zwró́cmy uwag¾e, ·ze znak ���dla obrotu wokó osi y pojawia si¾e w dolnym rogu macierzy
Ry, a nie jak w przypadku obrotów wokó osi z i x ponad diagonaln ¾a ze wzgl¾edu na to, ·ze
przyj¾elísmy, ·ze obroty wykonywane s ¾a przeciwnie do ruchu wskazówek zegara.
Poniewa·z, aby wyliczýc postác operatora ÛR b¾edziemy korzystali z rozwini¾ecia Taylora,

wystarczy rozwa·zýc obroty in�nitenzymalne:

Rz = 1 +

24 0 ��z 0
�z 0 0
0 0 0

35+ : : : ;

Rx = 1 +

24 0 0 0
0 0 ��x
0 �x 0

35+ : : : ;

Ry = 1 +

24 0 0 �y
0 0 0
��y 0 0

35+ : : : : (21.28)

1Nie jest to jedyna mo·zliwóśc, wrócimy do tego problemu w rozdziale ??.
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Pe÷na macierz R jest iloczynem macierzy (21.28). W przypadku obrotów in�nitenzymal-
nych nie gra roli kolejnóśc, gdy·z ró·znica mi¾edzy dwoma obrotami wykonanymi w ró·znej
kolejnósci jest wy·zszego rz¾edu w k ¾atach �. Zatem

R = 1 +

24 0 ��z �y
�z 0 ��x
��y �x 0

35+ : : : : (21.29)

St ¾ad

~r 0 = R~r = ~r +

24 �yz � �zy
�zx� �xz
�xy � �yx

35+ : : : = ~r + ~�� ~r + : : : ; (21.30)

gdzie wektor ~� jest zde�niowany jako:

~� =

24 �x
�y
�z

35 : (21.31)

Skorzystamy teraz z równania (21.7):

ÛR(~�) �(~r) =  �(R
�1~r);

gdzie R�1otrzymuje si¾e z R przez zamian¾e ~�! �~� we wzorze (21.30):

ÛR(~�) �(~r) =  �(~r � ~�� ~r) =  �(~r)�
�
~�� ~r

�
� ~r �(~r)

=
n
1� ~� �

�
~r � ~r

�o
 �(~r)

=

�
1� i

�h
~� � (~r � ~p)

�
 �(~r)

=

�
1� i

�h
~� � ~L

�
 �(~r): (21.32)

Po eksponencjacji otrzymujemy jawn ¾a postác operatora ÛR:

ÛR

�
~�
�
= e�

i
�h
~�~L: (21.33)

Widzimy zatem, ·ze trzy sk÷adowe operatora momentu p¾edu stanowi ¾a generatory trans-
formacji obrotu. Jak wiemy spe÷niaj ¾a one relacj¾e komutacjih

L̂i; L̂k

i
= i�h �ijkL̂k:

Warto spróbowác relacj¾e (21.30) de�niuj ¾ac ¾a obrót w przestrzeni po÷o·zeń przepisác w
postaci analogicznej do (21.32,21.33). W tym celu przepiszmy j ¾a dla sk÷adowej k wektora
~r 0

r 0k = rk +
�
~�� ~r

����
k
= rk + �klm�lrm = (�km � �l�lkm) rm: (21.34)
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Zde�niujmy teraz trzy macierze ( l = 1; 2; 3 ) o wymiarach 3� 3:

slkm = ��lkm; (21.35)

które przyjmuj ¾a jawn ¾a postác

s1 =

24 0 0 0
0 0 �1
0 1 0

35 ; s2 =
24 0 0 1

0 0 0
�1 0 0

35 ; s3 =
24 0 �1 0
1 0 0
0 0 0

35 : (21.36)

Przy pomocy tych macierzy mo·zemy zapisác macierz R jako

R = 1 + �1s1 + �2s2 + �3s3 = 1 + ~� � ~s: (21.37)

Nawiasem mówi ¾ac, ten zwi ¾azek mo·zny ju·z by÷o odczytác ze wzoru (21.28).De�niuj ¾ac nowe
macierze Sl:

Sl = i�hsl (21.38)

mo·zemy przepisác R w postaci analogicznej do ÛR:

R = 1� i

�h
~� � ~S: (21.39)

Widzimy zatem, ·ze macierze
(Sl)km = �i�h �lkm (21.40)

s ¾a generatorami obrotów w przestrzeni po÷o·zeń.
Spróbujmy podsumowác dotychczasowe wyniki. Po pierwsze pokazalísmy, ·ze gene-

ratorami grupy obrotów s ¾a sk÷adowe operatora momentu p¾edu. Za ich pomoc ¾a mo·zna
zapisác operator obrotu ÛR dzia÷aj ¾acy w przestrzeni funkcji falowych. Z poprzednich
rozwa·zań wiemy, ·ze przestrzeń, w której dzia÷aj ¾a te operatory daje si¾e scharakteryzowác
dwoma liczbami kwantowymi l i m. Dla wybranego, ustalonego l operatory te mo·zemy
zast ¾apíc przez macierze o wymiarach (2l + 1)� (2l + 1). Po drugie, okaza÷o si¾e, ·ze zwyk÷¾a
transformacj¾e obrotu w przestrzeni po÷o·zeń mo·zemy zapisác przy pomocy generatorów
Sl, które s ¾a macierzami 3� 3. St ¾ad wniosek, ·ze dla tej reprezentacji grupy obrotów l = 1.
Warto si¾e przekonác, ·ze

3X
l=1

(Sl)
2 = 2�h2

24 1 0 0
0 1 0
0 0 1

35 : (21.41)

Poniewa·z wartóśc w÷asna operatora L̂2 wynosi l(l + 1), we wzorze (21.41) l = 1.
Dotychczas zak÷adalísmy milcz ¾aco, ·ze funkcje falowe  � s ¾a skalarami wzgl¾edem trans-

formacji obrotu. Ale mo·zna sobie ÷atwo wyobrazíc funkcj¾e falow ¾a, która sama jest trójwymi-
arowym wektorem

~ �(~r) =

24  1�(~r)
 2�(~r)
 2�(~r)

35 : (21.42)
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Wówczas prawo transformacji przybiera postác

~ �(R~r) = R ~ �(~r): (21.43)

Macierz R dzia÷a tylko na wskázniki wektorowe funkcji falowej, a nie na indeksy �; �.
St ¾ad operator ÛR spe÷nia równanie

ÛR ~ �(~r) =  �(~r) = R ~ �(R
�1~r): (21.44)

Dla obrotów in�nitenzymalnych

ÛR ~ �(~r) =

�
1� i

�h
~� � ~S

�
~ �(~r � ~�� ~r)

=

�
1� i

�h
~� � ~S

��
1� i

�h
~� � ~L

�
~ �(~r)

=

�
1� i

�h
~� � ~S � i

�h
~� � ~L

�
~ �(~r): (21.45)

Pami¾etajmy, ·ze ~S dzia÷aj ¾a na indeksy wektorowe funkcji ~ �(~r), a ~L s ¾a operatorami
ró·zniczkowymi. Zatem

ÛR

�
~�
�
= 1� i

�h
~� �
�
~S + L̂

�
+ : : : (21.46)

czyli ·ze generatory obrotów s ¾a sum ¾a generatora ~L i generatora ~S.
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