20 Wspélczynniki Clebscha-Gordana

20.1 Definicja

Rozwazmy uklad sktadajacy sie z dwéch podsysteméw zaleznych od réznych zmiennych.
Najprosciej wyobrazi¢ sobie taki system jako uktad dwdéch elektronéw, poruszajacych sie
w potencjale sferycznie symetrycznym, ktérych wzajemne oddzialywanie zaniedbujemy.
Woéwezas funkcja falowa kazdego z elektronéw daje sie rozseparowaé na czeSci radialng
i katowa, przy czym czeSci katowe zaleze¢ beda odpowiednio od katéw 601, 1 i 05, o .
Jest oczywiste, ze operatory orbitalnego momentu pedu dla pierwszego elektronu [A/,gl) i
dla drugiego 13;2) komutuja
|:ZA;1(91)7 ig)} = 07

gdyz sa to operatory rézniczkowe dzialajace na rézne zmienne. Sprébujmy odpowiedzie¢
na pytanie: jak wygladaja stany wiasne operatora sumarycznego momentu pedu Ly =
L,(:) + L,(f). Jak sie okaze, nasze rozwazania beda calkowicie ogélne i pozostang stuszne

takze dla kretéw utamkowych. Rozpatrzmy zatem dwa opeartory j,gl’” dziatajace w 2
réznych przestrzeniach

JO i ma) = 1Gh + Dl ma) s T oy ma) = ja(ia + 1) [z, ma)
jél) mel} = my Ul, m1> ) ngZ) ’j2, m2> = M2 U2,m2> s (20-1)

gdzie dla ulatwienia przyjeliSmy uktad jednostek, w ktérych i = 1, lub — jak kto woli —
przeskalowali$émy operatory J, — Ji/h. Stad relacje komutacji przyjmuja postaé

T8 = e d 0,0, T2 o, (20.2)
Operator catkowitego momentu pedu jest suma
Jo=J{ 012 10 0 J2, (20.3)

gdzie przez 112 oznaczyliémy operator jednostkowy dzialajacy odpowiednio w pierwszej

lub drugiej przestrzeni. Ponizej bedziemy opuszczaé operatory jednostkowe, gdyz up-
raszcza to znacznie notacje. Naszym zadaniem bedzie skonstruowanie stanéw witasnych
|j,m) operatora J2 i J ze stanéw |j1,m1) 1 |j2, ma). Z postaci operatora (20.3) widaé, ze
stanami wlasnymi operatora J; bedg stany iloczynowe |ji,m1) |j2, ms). Rzeczywiscie

Ty |1, ma) oy ma) = J57 [, ma) 0 12 |, ma) + 10 |1, ma) 0 J52 |z, ma)
= (mq + ma) |1, m1) | j2, ma) . (20.4)

Powstaje pytanie: czy stany te sa stanami wltasnymi J2? Okazuje sie ze nie. Aby to
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wykazaé zapiszmy J2 jako

1.

>

o 1 - ~
J2:§J+ _ 2J Jy + J2
1 1 2
=5 (S 402 (SO ) 5 (10 + D) (10452 + () )
1 1
- (S50 + O + 5 (125 + g22)
2
g0 @ o @ <J§1) + J§2>) , (20.5)

gdzie wykorzystalismy fakt, ze J,il) i Ji2 komutuja. Wyliczmy teraz dziatanie poszczegdl-
nych sktadnikéw sumy (??) na stan iloczynowy |ji, my) |ja, ma):
(JOID 4 JOIDY [ ma) lias ma) = (s + 1) = ma(oms = 1)) [, ma) |z, ma)

(j1(j1 + 1) = ma(my + 1)) |1, ma) |ja, ma)
=2 (101 + 1) = m3) 71, ma) |j2, m2) (20.6)

+

i analogicznie

<jf)j£2) + j£2)jf)) i1, ma) |j2s ma) = 2 (j2(j2 + 1) — m3) |j1, ma) [j2. ma) . (20.7)

7 kolei

j(l)j@) \j1>m1> ’Jé, m2>

= V11 + 1) — ma(m1 + 1)/ ja(j2 + 1) — ma(mag — 1) |j1, m1 + 1) |jo, ma — 1), (20.8)

J(l)J j1, ma) |j2, m2)

= Vi1 + 1) —mi(my — 1)V ja(ja + 1) — ma(ma + 1) |j1,mq — 1) |2, ma + 1) (20.9)
1 wreszcie

R R 2
<J3(1) + Jég)) lj1,ma) |j2, ma) = (m + 2myms +m3) |1, ma) |2, ma) . (20.10)

Zatem w sumie otrzymujemy

J?|j1,ma) [j2, ma) (20.11)
= (11 + 1) + ja(j2 + 1) + 2mamz) |j1, ma) |j2, ma2)

+ Vi + 1) = ma(may + 1)V 52 (ja + 1) — ma(my — 1) [j1, ma + 1) |2, ma — 1)

+ VG + 1) —ma(my — D)V ja(Ga + 1) — ma(ma + 1) [, my — 1) [, ma + 1) .

Widzimy zatem, Zze w ogoélnoSci w wyniku dzialania operatora J? na stan iloczynowy
|71, m1) |72, m2) dostajemy nowe stany, mianowicie |j;,mq + 1) |j2, me — 1) 1 |j1,m1 — 1)
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|72, mo + 1). Warto zauwazy¢, ze wszystkie te stany odpowiadaja tej samej wartosci wlas-
nej J3: my 4 ma, czego nalezalo oczekiwac, gdyz Js komutuje z J2.

7 réwnania (20.11) wynika, ze stany diagonalizujace J2 beda w ogélnosci kombinacjami
liniowymi stanéw iloczynowych |j1, m1) |ja, ma2):

lj,m) = Z |j1,ma) |j2, m2) C]];;anmw (20.12)

mi,m2
mi+mo=m

gdzie suma przebiega po m; i mo z warunkiem, ze my +my = m. Wspodlczynniki liczbowe

C’ﬂ:nhhm mnozace stany |ji,my) |je, m2) w tych kombinacjach liniowych nosza nazwe
wspdtczynnikéw Clebscha-Gordana. Dla wspélczynnikéw tych przyjeto stosowaé nieco

inng notacje

Jjimi,jams my me m

C]m — ( jl j2

J > . (20.13)

Woéwcezas wzér (20.12) przyjmuje postac:

Gmy= Y |j1,m1>|jz7m2>( nop

m1,ma my e

mi1+mo=m

m

J ) , (20.14)

1,2)2

Zauwazmy, ze stany (20.12) czy (20.14) sa takze stanami wlasnymi J¢ i czasami sa

oznaczane jako

o . : Ji J2
? ; 7m - 7m 7m
|1, G233, ™) mzm |1, |2, m2) ( N
mi1+mo=m

m

J ) | (20.15)

W dalszej czeSci dla uproszcezenia bedziemy uzywaé (20.12), (20.14).

20.2 Konstrukcja
Aby wyliczyé Cjﬁnmm
wilasnych operatora J2, Zauwazmy najpierw, ze istniejg dwa stany iloczynowe, ktoére sg
stanami wlasnymi J?, mianowicie stany o najwyzszych i najnizszych mozliwych rzutach
kretu m; 2 = £J1,2. Rzeczywiscie dla tych dwu wartosci otrzymujemy

zastosujemy systematyczng procedure jawnej konstrukeji stanéw

T g1, £40) o, £d2) = (1 + 1) + Ja(a + 1) + 25152) 71, £1) |2, £Jo)
= (J1 +J2) U1 + J2 + 1) 71, £1) |de, £j2) - (20.16)
Widzimy zatem, ze te dwa stany sg stanami wlasnymi operatora J? do wartosci wiasnej
J = J1 + Jo oraz operatora Js do wartodci whasnej m = £(j; + jo). Pozostaje zatem je-
dynie ustali¢ wspélezynnik proporcjonalnoéci pomiedzy stanem |j = j; + jo, m = J1 + Jja2)
a stanem |j1, j1) |jo2, j2). Ze wzgledu na warunek unormowania wspétczynnik ten moze
przyjmowaé jedynie postaé fazy e? . Tradycyjnie faze te przyjmuje sie jako zero, czyli

|J = J1+ j2,m = j1+ J2) = |41, J1) |72, J2) - (20.17)

107



Warunek ten tlumaczy sie na warto$¢ pierwszego wspotczynnika Clebscha-Gordana

Ji o Je2 | m=J1+ ]2
Wspoétezynnik proporcjonalnodci dla stanu o m = —j; —j; wyjdzie nam w sposéb naturalny

z konstrukeji stanéw whasnych operatora J2. Wzér (20.17) jest pierwsza z tzw. konwencji
Condona-Shortleya.

Majac stan |7, j) mozemy skonstruowac wszystkie stany wlasne operatora J? do wartosci
wlasnej j = j1 + jo poprzez wielokrotne dzialanie operatorem J_. Drzialajac jednokrotnie
otrzymujemy

Jo13,3) = V2515, = 1)
(jﬁl) + j@) 171, 1) |72, 32) = /271 |71, v — 1) 2, J2) + /202 |j1s Ja) |d2, 52 — 1), (20.19)

gdzie j = ji + jo. Poniewaz oba stany we wzorze (20.19) sa sobie réwne, otrzymujemy, ze

. [71,. . o [J2 . . .
|]7J - 1> = 71 ’]la]l - 1> |J2>]2> + 72 |]1,]1> |Jz>]2 - 1> . (20-20)

Latwo sie upewnié, ze tak zdefiniowany stan [j, j — 1) jest poprawnie unormowany. Wzér
(20.20) tlumaczy si¢ na wartosci owiednich wspélezynikéw Clebscha-Gordana:

Ji J2
Ji—1 Jo

J1 Je J1t+J2 2
o ) ) = - —. 20.21
(Jl 32—1‘11+J2—1) J1+J2 ( )

Majac do dyspozycji dwa stany o catkowitym m = j; + jo — 1:

J1+J2 )_ 1
Jit+g2a—1 j1—|—j27

.

.

1,00 = D g2, d2) s i, dn) l2s g2 = 1) (20.22)

mozemy skonstruowaé druga kombinacje liniowa, ktéra bedzie ortogonalna do (20.20).
Kombinacja ta bedzie stanem wlasnym operatora Js do tej samej wartoSci wlasnej m =
j— 1. Poniewaz stany |j, m) nie sa zdegenerowane, musi ona odpowiadaé¢ stanowi o innym
j. Jedynym mozliwym stanem jest tu stan [j — 1,7 — 1). A zatem

|j - 17] - 1> = |j17j1 - 1> ’j27j2> + 6 |j17j1> ’j27j2 - 1> ) (2023)

gdzie rzeczywiste (to kolejna konwencja) wspotczynniki o i 5 wyliczymy z warunku ortog-

onalnoéci
U—Lj—1Mj—D=aw%+ﬁw%=o (20.24)
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1 unormowania
(j—lj—1|j—1j—1>:oz2—|—ﬁ2:1. (20.25)

Jak atwo sie przekonaé¢ rozwigzanie réwnan (20.24) i (20.25) nie jest jednoznaczne

a = \/? B = q:\/7 (20.26)

Musimy zatem przyjac kolejng konwencje, ktéra jednoznacznie okreSli wybér znaku w
réwnaniu (20.26). Aby te konwencje wygodnie wypowiedzie¢, zauwazmy ze

i Je| ntje—1 a2 Jite—1
a=| . . . . , b= "7 . . : . 20.27
(]1—1 J2 Jl+]2—1) & (]1 ]2—1’]1‘1‘]2—1) ( )
Przyjmiemy, ze wspétczynnik 5 > 0, co ogdlnie mozemy zapisac¢ jako
Ji J2
1 Jz2—n

gdzie 0 < n < 2j,. Konwencja ta pozwala nam wyznaczy¢ juz jednoznacznie wszystkie
wspolczynniki Clebscha-Gordana. Stad mamy

j—1,7—-1) \/ |]1,]1 — 1) |ja, j2) + U |]1,]1> |72, J2 — 1), (20.29)

ﬁ iiz - > >0, (20.28)

czyli
J1 J2 J1+J2 _ J1
Ji—=1 Jo| jit+j2—1 g1+ jo’
Ji J2 J1+ J2 _ Jo (20.30)
Ji J2—1| ji+j—1 j1+ j2

_ Dalsza procedura jest juz oczywista: dzialamy na stany (20.20) i (20.29) operatorem
J_ i dostajemy dwie kombinacje liniowe stanéw

1,01 = 2) 1J2, o) s 1J, g — 1) g2, je — 1), 11, J1) 2, J2 — 2) (20.31)

odpowiadajace stanom
|ja]_2>7 |]_]->]_2>7

gdzie j = j1+j2. Korzystajac z warunku ortogonalno$ci, unormowania i konwencji (20.28)
konstruujemy trzeciag kombincaje liniowa odpowiadajaca stanowi

’j_27j_2>
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Zauwazmy, ze w zerowym kroku dysponowali$émy jednym stanem iloczynowym |ji, j1)
|72, j2), W pierwszym dwoma stanami (20.22), a w drugim trzema stanami (20.31). W
n—tym kroku powinnisémy mie¢ do dyspozycji n + 1 stanéw:

|71, J1) |72, J2)

g1, 1) [J2, Je — 1) g1, 1 — 1) |2, Ja2)
g1, 1) 12, d2 = 2) s lj, gy — 1) g2, de — 1) |J1, 1 — 2) g2, Jo)
(20.32)

171, 71) [J2: J2 — ) 5 g, 0 — 1) lde, jo — 4+ 1), ..o |j1, 1 — ) |j2, J2)

i tak dalej. Jezeli jednak n = 2j; lub n = 2j, to wéwczas w nastepnym (n + 1-wszym)
kroku nie pojawia sie jeden (lub dwa jedli j; = j2) z dwu skrajnych stanéw we wzorze
(20.32), co oznacza, ze liczba stanéw jest taka sama (lub o jeden mniejsza) jak w kroku
poprzednim. A to z kolei oznacza, ze nie musimy konstruowaé¢ nowej kombinacji liniowej,
ktéra odpowiadalaby stanowi [j —n — 1,7 —n — 1). Od tego momentu przestaje pojawia¢
sie konieczno$¢ konstruowania stanéw o nowym j. Czyli, ze minimalne ji, = j1 — j2 gdy
J1 > J2, lub juin = Jo — Jj1, gdy j2 > 1. Od tej pory liczba stanéw otrzymywana w kole-
jnych krokach bedzie sie zmniejszac, az osiggniemy ostatni, pojedynczy stan iloczynowy
lJ1, —J1) 2, —Jj2)-

Podsumujmy: w wyniku opisanej konstrukeji otrzymamy kombinacje liniowe stanéw
iloczynowych odpowiadajace stanom wiasnym catkowitego momentu pedu o j zawartym
miedzy

1 = Jol <J <1+ e (20.33)

Liczba wszystkich stanéw iloczynowych wynosi
(21 +1)(2)2+1), (20.34)

natomiast liczba stanéw wlasnych operatora catkowitego kretu J2iJ, wynosi

N = ]iz (25 4 1). (20.35)

J=li1—Jjz|
Zal6zmy, ze j; > jo i obliczmy N ze wzoru na sume postepu arytmetycznego:

Jitjz2 Jitjz
N =2 Z J+ Z 1=1[(j1+Jj2) + (J1—J2)] [2da + 1+ (22 + 1) = (251 + 1) (2j2 + 1).
J=J1—J2 J=J1—J2

(20 36)
Liczba stanéw iloczynowych i liczba stanéw wiasnych operatora catkowitego kretu J 21 Js
sa sobie réwne. W dodatku oba zbiory stanéw sa ortonormalne, stad transformacja (20.14)
dla j z przedzialu (20.33) jest faktycznie ortonormalng transformacjq bazy iloczynowe;
do bazy stanéw wlasnych operatora catkowitego kretu J J2 1 Js .
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20.3 WilasnoSsci ortogonalnosci

Z opisanej wyzej konstrukcji wynika, ze wspétczynniki Clebscha-Gordana sa rzeczywiste
i sprzezenie hermitowskie stanu

j,m) = Z |j1,ma) |j2,m2>( b

myi Mo m

J ) (20.37)

mi,m2
przyjmuje postac

-/ -/
umﬂ=§jwmmem(% s

my My

jl
7 ) : (20.38)

mh,mh
gdzie dla pézniejszej wygody zamieniliSmy j—ty i m—y na wielkoSci primowane. Korzys-
tajac z warunku ortogonalnoSci stanéw

<j/7m,| ju m> = 5jj’ mm/ (2039)

J 1 J2
m my Mo
Zwiazek ten pozwala nam na zapisanie relacji odwrotnej do (20.14)
: J2|J
1, ma) |2, m2) Z j,m < o ) , (20.41)

m
przy czym sumowanie po j przebiega w granicach (20.33), a sumowanie po m ogranicza
sie do m = my + mo.

Z warunku unormowania stanu (20.41) otrzymujemy druga relacje ortogonalnodci:

Jv g2 | J aoJ2 | J Y\
> ( o | ) < NG > — Gt s Ot (20.42)

7,m
20.4 Zwiazki rekurencyjne

otrzymujemy

j/
2 ) I - (20.40)

JioJ
> (0

mi,m2

Dzialajac operatorem j+ na réwnanie (20.37) otrzymujemy:
Vil +1) —m(m+1) |j,m+1)
= Z [\/j1<j1 + 1) = ma(my + 1) [j1,m1 + 1) |2, ma)

mi,m2

J1 o J2
my Mo

)

" [\/jl(jl +1) = mi(my — 1) |j1, ma) |2, ma) ( G

+v/42(ja + 1) — ma(ma + 1) [j1, ma) [ 2, ma + 1>] <

m1—1 Mo

)

-w%m+D—mwm—Mhmemﬁ(ﬁ > ]mﬂ (20.43)

ma m2—1

mi,m2
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Zastosujmy teraz wzor (20.37) ale dla stanu |j, m + 1) i poréwnajmy wspélczynniki przy
stanach [j1, m1) |j2, ma):
J
m+ 1

~ VGOm0

¢m+n—mm+n<ﬁ 2

my M2

m1—1 mo

)

+\/j2(j2+1)—m2(m2—1)< ) m2j2—1' %) (20.44)

my

Postepujac w analogiczny sposéb dla operatota J_ otrzymamy drugi zwiazek rekurencyjny
J
m—1
J
m

= \/jl(j1+1)—m1(m1+1>( i Je
+\/j2(j2+1)—m2(m2+1)< i ‘ j ) 045

ViGTD-mm - ([

my Mo

mi+1 mo
my mo+1| m
20.5 Jawna postac wspolczynnikéw Clebscha-Gordana

Wspélezynniki Clebscha-Gordana sg stabelaryzowane i w tej formie mozna je znalezé w
literaturze. Na przyktad dla j; = jo = 1 tabela taka przyjmuje postac

1=1 j9=11|2|2 1] 2 1 0 2 1 21 3
m mo || 2|1 110 0 0| -1 —-1|-2|m
1 11
o 1) |1
1 —1 . T (20.46)
0o 0 i
-1 1 i 1 i
§ - 6 2 3 T T
1 0 1

2 2
-1 -1 1

gdzie wartosci stojace w tabeli nalezy wziac z pierwiastkiem, a ewentualny znak — postawic
przed pierwiastkiem. Nie wypehione miejsca to zera. Na przyklad stan |1,1) daje sie

rozpisac jako
1 1
mn:VEWDmm—ygmmmw. (20.47)

Warto na koniec zaznaczy¢, ze w literaturze spotyka sie tzw. wspotczynniki 25 i 3.
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