19 Moment pedu

Przypomnijmy sobie rozwazania, ktére doprowadzily nas do rozwigzania katowej czesci
réwnania Schrodingera dla atomu wodoru. Klasycznie moment pedu zdefiniowany jest
jako wektor L o wspéirzednych

Ly =yp.— zpy,
Ly = 2Py — TPz,
L,=2xp, —Yypa, (19.1)

lub
Li = é‘z’jijpk. (192)

Kwantowo operator momentu pedu L (w celu uproszczenia notacji opusciliémy strzatke
oznaczajaca wektor, ale nalezy pamietac, ze operator momentu pedu ma trzy Skladowe)

powstaje przez zastgpienie 7 i p przez odpowiadajace im operatory. Warto przepisa¢ L
we wspolrzednych sferycznych:

0z dy
5 : 0 0 L0
L. = —ih (xa—y — y%) = —zh%. (19.3)

Sktadowe L; operatora momentu pedu maja tatwe do zapamigtania reguly komutacji:

Sprébujmy teraz odtworzy¢ strukture stanéw wlasnych operatoréw L2 Ly korzystajac
tylko z wlasnoSci algebraicznych, tak jak to zrobilismy w przypadku oscylatora harmon-
icznego badajac algebre operatoréw a i af. Punktem startowym beda dla nas reguly
komutacji

Jie, Ji| = i €pmIim. (19.5)
.3

Chot relacja ta jest identyczna, jak relacja dla operatoréw Ly, to specjalnie zmieniliSmy
notacje na Ji, gdyz jak sie okaze, zwigzek komutacyjny (19.5) dopuszcza szersza klase
reprezentacji niz orbitalny moment pedu.

19.1 Spektrum

WprowadZzmy operatory A R o ) R
Jy =D +idy, Jo=J1 —ids. (19.6)
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Operatory te nie sa hermitowskie, ale zachodzi

A A A

=J_, J=J,. (19.7)

Jak zobaczymy, operatory te beda graty role podobng jak operatory kreacji i anihilacji dla
oscylatora harmonicznego. OczywiScie operatory J. komutujg z J2. Pozostale zwiagzki
komutacyjne maja postac:

[J},,L] = hJy, [J},,J_} = —hJ_, [L,J_] = 2h.Js. (19.8)
Zdefiniujmy stany wilasne J2 i Js:
J2[j.m) = 121G, m)
Js|j,m) = hm |j,m). (19.9)
O stanach tych zalozymy, ze sa znormalizowane:
(G',m!| 5, m) = 6;1;0mm (19.10)

i ze tworzg uklad zupey

1= " |j.m) (j.m| 2 |j,m) (j.m]|. (19.11)

gdzie zakltadamy sume po j i m.
Zbadajmy teraz czy stany powstale z zadzialania operatorami Ji na stan [j,m) sa
stanami wlasnymi .J? i J;. Niech

) = Jy [g,m) |B) = J- |,m) (19.12)

Chot stan |j, m) jest poprawnie unormowany, to stany |a) , |8) na ogél nie sa unormowane.
Podziatajmy operatorem .J? na stan |a) lub |3):

J? ;gi = J2Js |j,m) = Jx J2 |5, m) = JLh2N, |j, m) = B2\ {g; (19.13)

Stad wida¢, ze stany |a) i |5>AS&L stanami wlasnymi J? do tego samego j co wyjSciowy

stan [j,m). Zatem operatory Ji nie zmieniajg j ale moga zmienia¢ i zmieniajg m. Aby
wyliczy¢ ich dzialanie na stany |j, m) zbadajmy element macierzowy

(G, | [jg,ji] j,m) = 5 (G| Ja |5, m) . (19.14)

W tym celu rozpiszmy komutator i skorzystajmy z (19.11). Rozpatrzmy najpierw .J,:

<j7m,| j3 |j’ m”> <]a m”| j—i— |.]7 m> - <]7 m/| j—l— |]7 m”> <]7 m”| j3 |]7 m> - h<.]7 m,| j+ |jv m> )
(19.15)
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gdzie suma przebiega tylko po m”, gdyz elementy macierzowe Js i j+ medzy stanami o
j" # j sa réwne zero. Poniewaz stany |j, m) sa stanami wlasnymi J3 otrzymujemy:

rn (G| g [j,m) — B (,m| Ty |g,m) = B(,m| Ty |j,m) (19.16)

i dalej

Widzimy zatem, ze
G,m/| Jelj,m)y #0  dla m'=m+1. (19.18)

Podobnie, zauwazajac, ze dla J_ zmienia sie tylko znak po prawej stronie (19.16) otrzy-
mujemy R
(' —m+1) (G| J_|j,m) =0, (19.19)

a co za tym idzie R
(G,m'|J_|j,m)#0 dla m' =m-—1. (19.20)

Podsumowujac: operatory Ji podwyszaja (obnizaja) m o 1 :
@) = Jilj.m) = AN ljom+ 1) |8) = J_|j,m+ 1) = BN, jom) . (19.21)

Fakt, ze wspolczynnik N, dla J_ jest réwny sprzezeniu zespolonemu N, dla j+ wynika
z relacji (19.7): ) )
Goml - Jjm 4+ 1) = (Gom 1]y [, m). (19.22)

Aby wyliczy¢ N, skorzystamy z trzeciej relacji komutacji (19.8):

Goml [, -] 1Gm) = 28, m] s |j,m) (19.23)

z ktérej wynika, ze

|-/\/’jm—1|2 - |~A/Jm|2 = 2m. (19.24)
Rozwigzaniem tego réwnania réznicowego jest

Njm|* = C —m(m+1). (19.25)
Stad

Njma]>=C —m(m—1) (19.26)
i dalej

Njm1)? = [Njm> = C —m(m —1) = C +m(m + 1) = 2m.

Tym samym sprawdziliémy, ze (19.25) jest rozwjazaniem (19.24). Stata C' musi zaleze¢
od j, gdyz N, zalezy od j. Aby znalez¢ te zaleznoéé zauwazmy, ze norma |J\/}m|2 >0, a
wiec m nie moze by¢ za duze. Istniejg dwa rozwigzania réwnania

mm+1)—C=m?>+m—-C=0 (19.27)
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a mianowicie

_ —14+4/114C —1—VI+4C

= . 19.2
mq 9 ) 92 ( 9 8)
Zauwazmy, ze
—my = mg + 1. (19.29)
Dla
me < m < my, (19.30)

|/\/Jm]2 pozostaje dodatnie. Zadzialanie j+ na stan o m; daje zero

Jy |,ma) = Njm, |7, m1 +1) = 0. (19.31)
Podobnie .
J_|j,ma+ 1) = ./\/J*m2 |7, ma) = 0. (19.32)
A zatem dopuszczalne m lezy w przedziale
—my =ms+1<m < my, (19.33)
gdzie ré6wnos$¢ my + 1 = —m; wynika z (19.28). WartoSci m zmieniaja sie od —my do my
co 1, a zatem
0113 (19.34)
my=0,=,1,=,... .
1 ) 27 ) 27

Tylko dla takich m; obnizajac m; krokami o 1 (mqy, m; — 1, my — 2, ...) ,trafimy” w
m = —m;i.
Dla m = my |Njn|> =0, a zatem

C =my(my +1). (19.35)
Do wyliczenia pozostato nam ;. W tym celu obliczmy
. o . 1. . 1. . .
(ol 2 1G,m) = Gyml 5T 4 5Ty + I |, m)
1
= {5 (Nl 4 NG ) 2}

—h2{%(C—m(m—l—l)—i—C—(m—l)m)+m2}

= n*C (19.36)
Stad
Aj=mi(my +1) =34(j +1). (19.37)
Wybierajac rzeczywiste fazy dla N, otrzymujemy
Ty ljym) = hn/G( + 1) — m(m + 1) [j,m + 1), (19.38)
J_1jym) = hy/5(j + 1) = m(m — 1) [j,m — 1). (19.39)

A zatem otrzymaliémy wynik znany dla catkowitych [, ale j moze by¢ poléwkowe.
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19.2 Reprezentacja macierzowa

Zauwazmy, ze zwiazki (19.38,19.39) oraz (19.9) definiuja reprezentacje macierzows dla
operatoréw .Jy (a zatem tez dla J;5) i J5. Operatory J; o mozna wyliczy¢ ze zwiazku

Gt b=t -0, (19.40)

19.2.1 j =1/2 — macierze Pauliego

11 . .
2 —§>. Korzystajac ze wzoréw

Dla j = 1/2 mamy tylko dwa mozliwe stany |%, i
(19.38,19.39) mamy

S 11 -1 1 11
Wz)=o Hama)rla)
111 - 11 11
I 2 2 VN=Rhl=. 2. 19.41
3 2> 0, J‘2,2> h, 2> (19.41)
Wybierajac reprezentacje
11 1 1 1 0
22y = N 19.42
o) =[o] 2= [ s
dostajemy zatem
. 0 1 - 00
A L I
co daje
.~ h[O0 1 s h|0 —i
h=31a] A=3|0T] 1o
oraz . 3
- 1 0 32 329 10
J3—§l0—1}’ ‘]‘hJO 1}‘ o
Macierze
0 1 0 —i 10
Ul:{l 0}’ 02:{2' OZ]’ 03:[0 —1] .

(oznaczane tez jako T) nosza nazwe macierzy Pauliego. Sa to macierze hermitowskie,
ktére — jak tatwo sie przekonac — spelniaja reguty komutacji

[0k, 01] = 20€11m0m (19.47)
co wynika z relacji
(ﬁzgw. (19.48)
Warto tez na koniec poda¢ uzyteczny wzor
01,07 = 104 + 1€41m0m, (19.49)

gdzie 1 jest macierzg jednostkows 2 x 2.
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19.2.2 j=1

Dla j = 1 mamy trzy mozliwe stany, dla ktérych wygodnie wybra¢ nastepujaca reprezen-
tacje

1 0 0
Luy=|0/|, [Lo)=|1], |1,-)=]0]. (19.50)
0 0 1

W tej reprezentacji

) 010 ) 000
Jo=mv/2]0 0 1|, J=m/210 0], (19.51)
000 010
a co za tym idzie
PRI I D (1952
1= —= , 2 =—= | 2 -1 |, .
V21010 V219 i o
oraz
) 10 0 ) 100
Js=h|0 0 0 |, J2=2r*|0 1 0|. (19.53)
00 —1 001

Warto zauwazy¢, ze nie jest to jedyna mozliwa reprezentacja macierzowa. Dowolna
transformacja unitarna U przeprowadza .J; w inne macierze J!

JV = UtU, (19.54)
ktore spehiaja te same relacje komutacji (19.5) i dla ktérych J? pozostaje takie samo, bo
Utu =1.

Inng spotykang czesto w literaturze reprezentacje tréjwymiarowa operatoréw kretu
tworza catkowicie antysymetryczne macierze

(S*k)lm = —ihelm. (19.55)

Spetiaja one relacje komutacji (19.5), co tatwo zprawdzi¢ bezposredim rachunkiem

[Sp ’ S'q} k

2
=—h {‘Epkleqlm - Eqkl@)lm}
m

= —h? {5pm5kq — 5pq5km — 5qm5kp + 5qp5km}
= —n {5pm5kq - 5qm5kp}

2
=—h Epql€lmk

= ih€pql (—ihElkm)

= ifepy (Sl>k , (19.56)

m
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gdzie skorzystaliSmy z tozsamoSci
€pki€igm = OpgOkm — OpmOkq- (19.57)
Warto wspomnie¢, ze udowodniliSmy przy okazji tozsamosc Jacobiego:
Epki€qim — Eqkl€plm = Epql€lmk. 11 1L (19.58)

W tej reprezentacji zadna z macierzy S, nie jest diagonalna. Jak sie przekonamy
reprezentacja ta pojawia sie w naturalny sposéb przy badaniu obrotu wektorowej funkcji
falowej.

19.3 Zwiazek z funkcjami kulistymi

Ograniczmy sie teraz do catkowitych j = [. Jak wiemy funkcja falowa w reprezentacji
polozen daje sig zapisa¢ jako (8.24)

Ya(r) = (7] ),

gdzie o oznacza zespot liczb kwantowych, odpowiadajacych wzajemnie komutujacym op-
eratorom. W przypadku ruchu w potencjale sferycznym mamy trzy takie operatory, ktére
daja sie jednocze$nie zdiagonalizowac:

H, L* Ly— a=(nlm) (19.59)

ktérym odpowiadajg trzy liczby kwantowe: n,l i m. Zatem funkcja falowa dla ruchu w
polu centralnym przyjmuje postac

Unam(F) = (Fl n,l,m) = (r,0,¢| n,l,m) . (19.60)

Po przejsciu do zmiennych sferycznych funkcja falowa rozseparowala sie na czes$¢ radialng
i katowa, przy czym czes¢ radialna nie zalezala od m:

Vi (F) = U (1) Y.L (6, ). (19.61)

Poniewaz zaréwno funkcje kuliste, jak i stany |1, m) diagonalizujg operatory L2 i Ls, i nie
zaleza od innych zmiennych ani od innych liczb kwantowych, zatem zachodzi

Yo (0,0) = (0,¢]1,m). (19.62)

Podobnej relacji nie da sie napisa¢ dla funkcji radialne;j.
Na koniec warto przypomnieé, ze stany |0, ) sa zwiazane z miara katowa, sin 6 df dp =
dcosfdy. Zatem na przyktad rozktad jedynki przyjmuje postac

1= / 16, ) (0, ¢| dcosb de. (19.63)
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