
19 Moment p¾edu

Przypomnijmy sobie rozwa·zania, które doprowadzi÷y nas do rozwi ¾azania k ¾atowej cz¾ésci
równania Schrödingera dla atomu wodoru. Klasycznie moment p¾edu zde�niowany jest
jako wektor ~L o wspó÷rz¾ednych

Lx = y pz � z py;

Ly = z px � x pz;

Lz = x py � y px; (19.1)

lub
Li = "ijkrjpk: (19.2)

Kwantowo operator momentu p¾edu L̂ (w celu uproszczenia notacji opúscilísmy strza÷k¾e
oznaczaj ¾ac ¾a wektor, ale nale·zy pami¾etác, ·ze operator momentu p¾edu ma trzy sk÷adowe)
powstaje przez zast ¾apienie ~r i ~p przez odpowiadaj ¾ace im operatory. Warto przepisác L̂
we wspó÷rz¾ednych sferycznych:
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�
y
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: (19.3)

Sk÷adowe L̂i operatora momentu p¾edu maj ¾a ÷atwe do zapami¾etania regu÷y komutacji:

[L̂k; L̂l] = i~ �klmL̂m: (19.4)

Spróbujmy teraz odtworzýc struktur¾e stanów w÷asnych operatorów L̂2 i L̂3 korzystaj ¾ac
tylko z w÷asnósci algebraicznych, tak jak to zrobilísmy w przypadku oscylatora harmon-
icznego badaj ¾ac algebr¾e operatorów a i ay. Punktem startowym b¾ed ¾a dla nas regu÷y
komutacji h

Ĵk; Ĵl

i
= i~ �klmĴm: (19.5)

Choć relacja ta jest identyczna, jak relacja dla operatorów L̂k, to specjalnie zmienilísmy
notacj¾e na Ĵk, gdy·z jak si¾e oka·ze, zwi ¾azek komutacyjny (19.5) dopuszcza szersz ¾a klas¾e
reprezentacji ni·z orbitalny moment p¾edu.

19.1 Spektrum

Wprowad́zmy operatory
Ĵ+ = Ĵ1 + iĴ2; Ĵ� = Ĵ1 � iĴ2: (19.6)
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Operatory te nie s ¾a hermitowskie, ale zachodzi

Ĵ y+ = Ĵ�; Ĵ
y
� = Ĵ+: (19.7)

Jak zobaczymy, operatory te b¾ed ¾a gra÷y rol¾e podobn ¾a jak operatory kreacji i anihilacji dla
oscylatora harmonicznego. Oczywíscie operatory Ĵ� komutuj ¾a z Ĵ2. Pozosta÷e zwi ¾azki
komutacyjne maj ¾a postác:h

Ĵ3; Ĵ+

i
= ~Ĵ+;

h
Ĵ3; Ĵ�

i
= �~Ĵ�;

h
Ĵ+; Ĵ�

i
= 2~Ĵ3: (19.8)

Zde�niujmy stany w÷asne Ĵ2 i Ĵ3:

Ĵ2 jj;mi = ~2�j jj;mi ;
Ĵ3 jj;mi = ~m jj;mi : (19.9)

O stanach tych za÷o·zymy, ·ze s ¾a znormalizowane:

hj0;m0j j;mi = �j0j�m0m (19.10)

i ·ze tworz ¾a uk÷ad zupe÷ny

1 =
X
j;m

jj;mi hj;mj ozn= jj;mi hj;mj : (19.11)

gdzie zak÷adamy sum¾e po j i m.
Zbadajmy teraz czy stany powsta÷e z zadzia÷ania operatorami Ĵ� na stan jj;mi s ¾a

stanami w÷asnymi Ĵ2 i Ĵ3. Niech

j�i = J+ jj;mi ; j�i = J� jj;mi (19.12)

Choć stan jj;mi jest poprawnie unormowany, to stany j�i ; j�i na ogó÷nie s ¾a unormowane.
Podzia÷ajmy operatorem Ĵ2 na stan j�i lub j�i:

Ĵ2
j�i
j�i = Ĵ2J� jj;mi = J� Ĵ

2 jj;mi = J�~2�j jj;mi = ~2�j
j�i
j�i : (19.13)

St ¾ad widác, ·ze stany j�i i j�i s ¾a stanami w÷asnymi Ĵ2 do tego samego j co wyj́sciowy
stan jj;mi. Zatem operatory Ĵ� nie zmieniaj ¾a j ale mog ¾a zmieniác i zmieniaj ¾a m. Aby
wyliczýc ich dzia÷anie na stany jj;mi zbadajmy element macierzowy

hj;m0j
h
Ĵ3; Ĵ�

i
jj;mi = �~ hj;m0j Ĵ� jj;mi : (19.14)

W tym celu rozpiszmy komutator i skorzystajmy z (19.11). Rozpatrzmy najpierw Ĵ+:

hj;m0j Ĵ3 jj;m00i hj;m00j Ĵ+ jj;mi � hj;m0j Ĵ+ jj;m00i hj;m00j Ĵ3 jj;mi = ~ hj;m0j Ĵ+ jj;mi ;
(19.15)
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gdzie suma przebiega tylko po m00, gdy·z elementy macierzowe Ĵ3 i Ĵ+ m¾edzy stanami o
j00 6= j s ¾a równe zero. Poniewa·z stany jj;mi s ¾a stanami w÷asnymi Ĵ3 otrzymujemy:

~m0 hj;m0j Ĵ+ jj;mi � ~m hj;m0j Ĵ+ jj;mi = ~ hj;m0j Ĵ+ jj;mi (19.16)

i dalej
(m0 �m� 1) hj;m0j Ĵ+ jj;mi = 0: (19.17)

Widzimy zatem, ·ze

hj;m0j Ĵ+ jj;mi 6= 0 dla m0 = m+ 1: (19.18)

Podobnie, zauwa·zaj ¾ac, ·ze dla Ĵ� zmienia si¾e tylko znak po prawej stronie (19.16) otrzy-
mujemy

(m0 �m+ 1) hj;m0j Ĵ� jj;mi = 0; (19.19)

a co za tym idzie
hj;m0j Ĵ� jj;mi 6= 0 dla m0 = m� 1: (19.20)

Podsumowuj ¾ac: operatory Ĵ� podwyszaj ¾a (obni·zaj ¾a) m o 1 :

j�i = Ĵ+ jj;mi = ~Njm jj;m+ 1i ; j�i = Ĵ� jj;m+ 1i = ~N �
jm jj;mi : (19.21)

Fakt, ·ze wspó÷czynnik Njm dla Ĵ� jest równy sprz¾e·zeniu zespolonemu Njm dla Ĵ+ wynika
z relacji (19.7):

hj;mj Ĵ� jj;m+ 1iy = hj;m+ 1j Ĵ+ jj;mi : (19.22)

Aby wyliczýc Njm skorzystamy z trzeciej relacji komutacji (19.8):

hj;mj
h
Ĵ+; Ĵ�

i
jj;mi = 2~ hj;mj Ĵ3 jj;mi ; (19.23)

z której wynika, ·ze
jNjm�1j2 � jNjmj2 = 2m: (19.24)

Rozwi ¾azaniem tego równania ró·znicowego jest

jNjmj2 = C �m(m+ 1): (19.25)

St ¾ad
jNjm�1j2 = C �m(m� 1) (19.26)

i dalej
jNjm�1j2 � jNjmj2 = C �m(m� 1)� C +m(m+ 1) = 2m:

Tym samym sprawdzilísmy, ·ze (19.25) jest rozwj ¾azaniem (19.24). Sta÷a C musi zale·zéc
od j, gdy·z Njm zale·zy od j. Aby znaléźc t¾e zale·znóśc zauwa·zmy, ·ze norma jNjmj2 > 0, a
wi¾ec m nie mo·ze býc za du·ze. Istniej ¾a dwa rozwi ¾azania równania

m(m+ 1)� C = m2 +m� C = 0 (19.27)
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a mianowicie

m1 =
�1 +

p
1 + 4C

2
; m2 =

�1�
p
1 + 4C

2
: (19.28)

Zauwa·zmy, ·ze
�m1 = m2 + 1: (19.29)

Dla
m2 < m < m1: (19.30)

jNjmj2 pozostaje dodatnie. Zadzia÷anie Ĵ+ na stan o m1 daje zero

Ĵ+ jj;m1i = Njm1 jj;m1 + 1i = 0: (19.31)

Podobnie
Ĵ� jj;m2 + 1i = N �

jm2
jj;m2i = 0: (19.32)

A zatem dopuszczalne m le·zy w przedziale

�m1 = m2 + 1 6 m 6 m1; (19.33)

gdzie równóśc m2 + 1 = �m1 wynika z (19.28). Wartósci m zmieniaj ¾a si¾e od �m1 do m1

co 1, a zatem

m1 = 0;
1

2
; 1;
3

2
; : : : (19.34)

Tylko dla takich m1 obni·zaj ¾ac m1 krokami o 1 (m1; m1 � 1; m1 � 2; : : :) �tra�my�w
m = �m1.
Dla m = m1 jNjmj2 = 0, a zatem

C = m1(m1 + 1): (19.35)

Do wyliczenia pozosta÷o nam �j. W tym celu obliczmy

hj;mj Ĵ2 jj;mi = hj;mj 1
2
Ĵ+Ĵ� +

1

2
Ĵ�Ĵ+ + Ĵ23 jj;mi

= ~2
�
1

2

�
jNjm�1j2 + jNjmj2

�
+m2

�
= ~2

�
1

2
(C �m(m+ 1) + C � (m� 1)m) +m2

�
= ~2C (19.36)

St ¾ad
�j = m1(m1 + 1) = j(j + 1): (19.37)

Wybieraj ¾ac rzeczywiste fazy dla Njm otrzymujemy

Ĵ+ jj;mi = ~
p
j(j + 1)�m(m+ 1) jj;m+ 1i ; (19.38)

Ĵ� jj;mi = ~
p
j(j + 1)�m(m� 1) jj;m� 1i : (19.39)

A zatem otrzymalísmy wynik znany dla ca÷kowitych l, ale j mo·ze býc po÷ówkowe.
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19.2 Reprezentacja macierzowa

Zauwa·zmy, ·ze zwi ¾azki (19.38,19.39) oraz (19.9) de�niuj ¾a reprezentacj¾e macierzow ¾a dla
operatorów Ĵ� (a zatem te·z dla Ĵ1;2) i Ĵ3. Operatory Ĵ1;2 mo·zna wyliczýc ze zwi ¾azku

Ĵ1 =
1

2
(Ĵ+ + Ĵ�); Ĵ2 =

i

2
(Ĵ� � Ĵ+): (19.40)

19.2.1 j = 1=2 �macierze Pauliego

Dla j = 1=2 mamy tylko dwa mo·zliwe stany
��1
2
; 1
2

�
i
��1
2
;�1

2

�
. Korzystaj ¾ac ze wzorów

(19.38,19.39) mamy

Ĵ+

����12 ; 12
�
= 0; Ĵ+

����12 ;�12
�
= ~

����12 ; 12
�
;

Ĵ�

����12 ;�12
�
= 0; Ĵ�

����12 ; 12
�
= ~

����12 ;�12
�
: (19.41)

Wybieraj ¾ac reprezentacj¾e ����12 ; 12
�
=

�
1
0

�
;

����12 ;�12
�
=

�
0
1

�
(19.42)

dostajemy zatem

Ĵ+ = ~
�
0 1
0 0

�
; Ĵ� = ~

�
0 0
1 0

�
(19.43)

co daje

Ĵ1 =
~
2

�
0 1
1 0

�
; Ĵ2 =

~
2

�
0 �i
i 0

�
(19.44)

oraz

Ĵ3 =
~
2

�
1 0
0 �1

�
; Ĵ2 = ~2

3

4

�
1 0
0 1

�
: (19.45)

Macierze

�1 =

�
0 1
1 0

�
; �2 =

�
0 �i
i 0

�
; �3 =

�
1 0
0 �1

�
(19.46)

(oznaczane te·z jako �) nosz ¾a nazw¾e macierzy Pauliego. S ¾a to macierze hermitowskie,
które �jak ÷atwo si¾e przekonác �spe÷niaj ¾a regu÷y komutacji

[�k; �l] = 2i�klm�m (19.47)

co wynika z relacji

Ĵk =
~
2
�k: (19.48)

Warto te·z na koniec podác u·zyteczny wzór

�k�l = 1�kl + i�klm�m; (19.49)

gdzie 1 jest macierz ¾a jednostkow ¾a 2� 2.
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19.2.2 j = 1

Dla j = 1 mamy trzy mo·zliwe stany, dla których wygodnie wybrác nast¾epuj ¾ac ¾a reprezen-
tacj¾e

j1; 1i =

24 10
0

35 ; j1; 0i =

24 01
0

35 ; j1;�1i =

24 00
1

35 : (19.50)

W tej reprezentacji

Ĵ+ = ~
p
2

24 0 1 0
0 0 1
0 0 0

35 ; Ĵ� = ~
p
2

24 0 0 0
1 0 0
0 1 0

35 ; (19.51)

a co za tym idzie

Ĵ1 =
~p
2

24 0 1 0
1 0 1
0 1 0

35 ; Ĵ2 =
~p
2

24 0 �i 0
i 0 �i
0 i 0

35 ; (19.52)

oraz

Ĵ3 = ~

24 1 0 0
0 0 0
0 0 �1

35 ; Ĵ2 = 2~2
24 1 0 0
0 1 0
0 0 1

35 : (19.53)

Warto zauwa·zýc, ·ze nie jest to jedyna mo·zliwa reprezentacja macierzowa. Dowolna
transformacja unitarna U przeprowadza Ĵk w inne macierze ĴUk

ĴUk = U yĴkU; (19.54)

które spe÷niaj ¾a te same relacje komutacji (19.5) i dla których Ĵ2 pozostaje takie samo, bo
U yU = 1.
Inn ¾a spotykan ¾a cz¾esto w literaturze reprezentacj¾e trójwymiarow ¾a operatorów kr¾etu

tworz ¾a ca÷kowicie antysymetryczne macierze�
Ŝk

�
lm
= �i~ �lkm: (19.55)

Spe÷niaj ¾a one relacje komutacji (19.5), co ÷atwo zprawdzíc bezpósredim rachunkiemh
Ŝp; Ŝq

i���
km
= �~2 f�pkl�qlm � �qkl�plmg

= �~2 f�pm�kq � �pq�km � �qm�kp + �qp�kmg
= �~2 f�pm�kq � �qm�kpg
= �~2�pql�lmk
= i~�pql (�i~�lkm)

= i~�pql
�
Ŝl

�
km
; (19.56)
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gdzie skorzystalísmy z to·zsamósci

�pkl�lqm = �pq�km � �pm�kq: (19.57)

Warto wspomniéc, ·ze udowodnilísmy przy okazji to·zsamóśc Jacobiego:

�pkl�qlm � �qkl�plm = �pql�lmk:???? (19.58)

W tej reprezentacji ·zadna z macierzy Ŝk nie jest diagonalna. Jak si¾e przekonamy
reprezentacja ta pojawia si¾e w naturalny sposób przy badaniu obrotu wektorowej funkcji
falowej.

19.3 Zwi ¾azek z funkcjami kulistymi

Ograniczmy si¾e teraz do ca÷kowitych j = l. Jak wiemy funkcja falowa w reprezentacji
po÷o·zeń daje si¾e zapisác jako (8.24)

 �(~r) = h~rj �i ;

gdzie � oznacza zespó÷liczb kwantowych, odpowiadaj ¾acych wzajemnie komutuj ¾acym op-
eratorom. W przypadku ruchu w potencjale sferycznym mamy trzy takie operatory, które
daj ¾a si¾e jednoczésnie zdiagonalizowác:

Ĥ; L̂2; L̂3 ! � = (n; l;m) (19.59)

którym odpowiadaj ¾a trzy liczby kwantowe: n; l i m: Zatem funkcja falowa dla ruchu w
polu centralnym przyjmuje postác

 n;l;m(~r) = h~rj n; l;mi = hr; �; 'j n; l;mi : (19.60)

Po przej́sciu do zmiennych sferycznych funkcja falowa rozseparowa÷a si¾e na cz¾éśc radialn ¾a
i k ¾atow ¾a, przy czym cz¾éśc radialna nie zale·za÷a od m:

 n;l;m(~r) = un;l(r)Y
l
m(�; '): (19.61)

Poniewa·z zarówno funkcje kuliste, jak i stany jl;mi diagonalizuj ¾a operatory L̂2 i L̂3, i nie
zale·z ¾a od innych zmiennych ani od innych liczb kwantowych, zatem zachodzi

Y l
m(�; ') = h�; 'j l;mi : (19.62)

Podobnej relacji nie da si¾e napisác dla funkcji radialnej.
Na koniec warto przypomniéc, ·ze stany j�; 'i s ¾a zwi ¾azane z miar ¾a k ¾atow ¾a sin � d� d' =

d cos � d'. Zatem na przyk÷ad rozk÷ad jedynki przyjmuje postác

1 =

Z
j�; 'i h�; 'j d cos � d': (19.63)
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