18 Ruch w polu magnetycznym

18.1 Poziomy Landaua

Dotychczas omowilismy dosé szczegdtowo oddziatywanie czastki natadowanej z zewnetrz-
nym polem elektrycznym (atom wodoru). Aby opisaé¢ takze ruch w polu magnetycznym,
musimy skwantowaé¢ odpowiedni hamiltonian klasyczny

_ 1 (*_ %A(F, t)>2 +qV (7, 1), (18.1)

gdzie q jest tadunkiem czastki, zas ¢ predkosciag $wiatta. Przypomnijmy, ze pola elek-
tryczne i magnetyczne wyrazaja sie przez potencjaly w nastepujacy sposob:
- 16A

F=———- B= A. 18.2
e vV, V x (18.2)

O ile czgs¢ elektryczna nie przedstawia problemoéw, to cz¢s¢ zawierajaca potencjal wekto-
rowy A nie daje sie prosto skwantowaé, gdyz potencjat A jest funkcja 7, a 7 nie komutuje
z operatorem pedu.

Jako przyktad rozpatrzmy ruch elektronu w statym polu magnetycznym B= (0,0, B).
Wygodnie przyjaé¢ potencjal wektorowy w postaci:

-y
A=B| 0 |. (18.3)
0
Stad
A 1 . q - 2 1 . qB 2 ) R
H = om (p - EA> = om <px + ?Z/> —HU; + P2 (18.4)
R g L 1 qB qB
N 2mepz + 2mepz * 2m6p * 7 (mec vt MeC Yo
Tu separacje zmiennych przeprowadzamy zaktadajac
U(w,y,2) = fy)e Per/hem==/m, (18.5)

Podstawiajac funkcje (??) do rownania Schrédingera mozemy zastapi¢ operatory p, i p,
przez wartosci wlasne. Oznaczajac

w= = 2w (18.6)
MeC
otrzymujemy
N 1 1 m 1
0 — 2 2+ Den? 4 G, 2
2m6pz + 2m6py + 5 WY+ Wyps + 2mepx
L, I o me_of , Dz 1 2

= — 2 . 18.7
2me, 2m. + 5 ¥ <y + me&)y + m%dﬂpx ( )
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Zmieniajac zmienne
Pz

n=y+ ——= (18.8)
mew
otrzymujemy
L S BNV (18.9)
2m. * 2m. T 2 ) ’

Jest to hamiltonian oscylatora o czestosci @ (plus ruch swobodny w kierunku z):

1 2
Ex,. = hw<N+—)+ &

2 2me
p2
= hw(2N +1 Z_ 18.1
w ( +)+2me (18.10)

Zwroémy uwage, ze poziomy te sa nieskoriczenie razy zdegenerowane ze wzgledu na p,.
Inna metoda znalezienia energii pozioméw Landaua opiera sie na uzyciu innego cecho-
wania:
L1 Y
A==B| x |. (18.11)
21 o

Woéwcezas

2 1| ¢B \’ ¢B \* 2
H = Dy + — Dy — — J
2m, (p * 2¢c y) * (py 2" L

AN ~ 2 ~ 1 ~ 2 )
~ (pac + lmewy) (pg; — —mewx) D
= -—h 2 2 = 18.12
. meh + meh + 2m, ( )
Definiujac nowe operatory
A~ + l ~ A~ o l ~
O A U L (15.13)
meho meh
mamy
F]Zlh@[AQ—i—sz]—i—ﬁ (18.14)
- . ST .
Zbadajmy komutator
o 1 1 . . .
[Ttp, Ty = ] — MM [Da, ] + 5 Mel [y, py] p = 1. (18.15)

Widzimy zatem, ze relacja komutacji [7,, 7, przypomina (z doktadnoscia do h) relacje
komutacji miedzy potozeniem a pedem. Skonstruujmy nowe operatory
(g +i7,), @l =

i = (fty — i7y) (18.16)

Sl -

1
V2
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ktorych relacja komutacji jest w rzeczywistosci relacja komutacji operatoréow kreacji i
anihilacji:

. i L. .
la,a'] = 5 {— [, y] + [Ty, 7]} = 1. (18.17)
Z kolei 1
ala = 3 (RZ4+ 72+ i, y]) = (R2+ 72— 1), (18.18)
czyli
1 1
5 (Fo+7,) = a'a+ 5 (18.19)
Zatem . i
2 ~ | ata p
H=ho |ata+ = . 18.20
w {a a+ 2} + o, ( )
Dostajemy stad, ze energia poziomoéw Landaua
~ 2
w p
E=h=(2 1)+ —= 18.21
S (2n 1)+ = (18.21)

w zgodzie z (?7). Zgodnie z naszymi poprzednimi rozwazaniami, poziomy Landaua sa
nieskoriczenie zdegenerowane. Aby sie przekonac, ze w cechowaniu (??7) mamy takze
do czynienia z nieskonczona degeneracja, zapiszmy operator anihilacji a w reprezentacji
potozen:

R 1 . 1 A - I
a = \/ﬁ {px + §mewy +1 <py — §mewx) }
1 0 0 1
= \/ﬁ {—ZFL (% + Za—y> - i§m6@ (QZ -+ zy)} . (1822)

W reprezentacji potozen stan podstawowy spetnia réwnanie
a(r|0)=0, (18.23)

co jest rownowazne réwnaniu rézniczkowemu

{(Z+it)+ 2 il 0o (18.21)

Wielkos¢ h/mew ma wymiar kwadratu dlugosci i ma sens kwadratu promienia klasycznej
orbity elektronu w ruchu w polu magnetycznym B. Oznaczmy:

h

MW

ry = (18.25)

WprowadZzmy nowe zmienne
u=x+1y, v=1c—1y.
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Woéwcezas

9 _ (o .90
ou  2\0x oy)’
0 1/0 .0

i rownanie (?7?) przyjmuje postac

(% + éu> (7] 0) = 0. (18.27)

Rozwiacanie tego réwnania jest bardzo proste

__uv

(F10) = f(u)e *5, (18.28)

gdzie f(u) jest dowolna funkcja speliajaca warunek normalizacji. Zatem rzeczywiscie
stan podstawowy jest nieskoncznie zdegenerowany. Latwo pokazac, ze stany wzbudzone,
ktore otrzymujemy dziatajac na stan podstawowy operatorem

= e (9 1
a Z\/ﬁ <8u 47”]23@) (18.29)

nie znosi tej degeneracji.
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