
13 Stacjonarny rachunek zaburzeń

13.1 Przypadek bez degeneracji

Dyskutowane w poprzednich rozdzia÷ach potencja÷y dopuszcza÷y dok÷adne rozwi ¾azanie
problemu w÷asnego. Jednak bardzo cz¾esto nie potra�my analitycznie uzyskác takich
rozwi ¾azań. Dlatego w takich przypadkach musimy szukác przybli·zonych metod znajdy-
wania energii i funkcji falowych. W tym rozdziale omówimy tzw. stacjonarny rachunek
zaburzeń. Jest to metoda w której hamiltonian uk÷adu dzielimy na dwie cz¾ésci: Ĥ0, dla
której znane s ¾a dok÷adne rozwi ¾azania problemu w÷asnego i na cz¾éśc zaburzaj ¾ac ¾a Ĥ 0. Aby
wyprowadzíc rachunek zaburzeń pos÷u·zymy si¾e trickiem wprowadzaj ¾ac formalny parametr
�, który pos÷u·zy nam jako parametr rozwini¾ecia

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ
0 = Ĥ0 + �Ĥ

0: (13.1)

W trakcie rachunku b¾edziemy zak÷adác ·ze � � 1, jednak na końcu po÷o·zymy � = 1.
Metoda taka mo·ze wydawác si¾e niepoprawna, jednak za ka·zdym razem upewnimy si¾e, czy
uzyskane w ten sposób poprawki do spektrum Ĥ0 s ¾a rzeczywíscie ma÷e. Mo·ze si¾e jednak
czasem zdarzýc, ·ze metod ¾a t ¾a potra�my otrzymác poprawne rezultaty, nawet gdy warunek
ten nie jest spe÷niony. Dyskusja stosowalnósci otrzymanych wyników jest nieod÷¾acznym
elementem przeprowadzenia rachunku zaburzeń.
Okazuje si¾e, ·ze musimy tu wyró·zníc dwa przypadki: pierwszy, kiedy spektrum Ĥ0 nie

jest zdegenerowane i drugi, kiedy degeneracja wyst¾epuje.
Napiszmy równanie w÷asne dla hamiltonianu (13.1):

Ĥ j~ni =
�
Ĥ0 + �Ĥ

�
jni = En jni ;

Ĥ0 jni = E(0)n jni0 : (13.2)

Stany jni s ¾a szukanymi stanami w÷asnymi pe÷nego hamiltonianu. Stan jni0 to stan, do
którego redukuje si¾e stan jniw granicy � ! 0. Stany jni0 stanowi ¾a niezdegenerowany
uk÷ad zupe÷ny unormowanych stanów w÷asnych Ĥ0 do wartósci w÷asnej E

(0)
n . Poniewa·z

stany jni0 stanowi ¾a uk÷ad zupe÷ny, wi¾ec ka·zdy stan, w tym jni, mo·zemy rozwin ¾ác jako

jni =
X
m

cmn jmi0 : (13.3)

O wspó÷czynikach cmn i energiach w÷asnych En za÷o·zymy, ·ze maj ¾a postác szeregu pot¾e-
gowego w �:

cmn = �mn + � c
(1)
mn + �

2 c(2)mn + : : : ;

En = E(0)n + �E(1)n + �2E(2)n + : : : : (13.4)

Zauwa·zmy, ·ze w granicy � ! 0 odtwarzamy stan w÷asny jni0 i energi¾e E
(0)
n niezaburzo-

nego hamiltonianu Ĥ0. Za÷o·zymy te·z, ·ze dla r 6= 0 c
(r)
nn = 0. W ten sposób unikniemy
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podwójnego liczenia stanu jni0 w szeregu (13.3). Podstawiaj ¾ac (13.4) i (13.3) do (13.2)
otrzymujemy równanie

�
Ĥ0 + �Ĥ

0
� 

jni0 + �
X
m6=n

c(1)mn jmi0 + �
2
X
m6=n

c(2)mn jmi0 + : : :
!

=
�
E(0)n + �E(1)n + �2E(2)n + : : :

� 
jni0 + �

X
m6=n

c(1)mn jmi0 + �
2
X
m6=n

c(2)mn jmi0 + : : :
!
:

(13.5)

Przemna·zaj ¾ac przez siebie szeregi wyst¾epuj ¾ace w (13.5) i porównuj ¾ac stronami wyrazy
przy tych samych pot¾egach � otrzymujemy uk÷ad równań:

Ĥ0 jni0 = E(0)n jni0 ;
Ĥ 0 jni0 +

X
m6=n

E(0)m c(1)mn jmi0 = E(1)n jni0 + E(0)n
X
m6=n

c(1)mn jmi0 ;X
m6=n

c(1)mnĤ
0 jmi0 +

X
m6=n

E(0)m c
(2)
mn jmi0 = E(2)n jni0 + E(1)n

X
m6=n

c(1)mn jmi0 + E(0)n
X
m6=n

c(2)mn jmi0 ;

: : : (13.6)

13.1.1 Pierwszy rz ¾ad rachunku zaburzeń

Pierwsze z równań (13.6) jest po prostu równaniem w÷asnym uk÷adu nie zaburzonego.
Pozosta÷e równania daj ¾a si¾e rozwi ¾azác ze wzgl¾edu na E(i)n i c(i)mn. W tym celu pomnó·zmy
drugie z równań (13.6) przez 0 hnj i wézmy iloczyn skalarny

0 hnj Ĥ 0 jni0 = E(1)n : (13.7)

W ten sposób otrzymalísmy wzór na pierwsz ¾a poprawk¾e do energii w÷asnej. Mno·z ¾ac (13.6)
przez 0 hkj, gdzie k 6= n otrzymujemy:

0 hkj Ĥ 0 jni0 + E
(0)
k c

(1)
kn = E

(0)
n c

(1)
kn ; (13.8)

sk ¾ad

c
(1)
kn = �

0 hkj Ĥ 0 jni0
E
(0)
k � E(0)n

: (13.9)

Zatem w rz¾edzie � funkcja falowa ma postác:

jni = jni0 � �
X
m6=n

jmi0
0 hmj Ĥ 0 jni0
E
(0)
m � E(0)n

+O(�2): (13.10)
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Sprawd́zmy, czy stan jni jest unormowany:

hn jni = 0 hn0 jni0 + �
2
X
m6=n

X
k 6=n

0 hnj Ĥ 0 jki0
E
(0)
k � E(0)n

0 hk jmi0
0 hmj Ĥ 0 jni0
E
(0)
m � E(0)n

= 1 + �2
X
m6=n

0 hnj Ĥ 0 jmi00 hmj Ĥ 0 jni0�
E
(0)
m � E(0)n

�2 = 1 + �2W (13.11)

Zatem stan jni nale·zy pomno·zýc przez pierwiastek odwrotnósci z wyra·zenia (13.11).
Poniewa·z jednak wszystkie wielkósci rozwijamy w pot¾egi � musimy tak·ze rozwin ¾ác pier-
wiastek:

jni ! jnip
1 + �2W

= jni
�
1� 1

2
�2W + : : :

�
: (13.12)

Poniewa·z jednak stan jni znamy z tylko dok÷adnósci ¾a do wyrazu liniowego w �; cz÷on
kwadratowy w rozwini¾eciu czynnika normalizacyjnego musimy pomin ¾ác. Trzeba jednak
pami¾etác, ·ze da on przyczynek w drugim rz¾edzie rachunku zaburzeń.

13.1.2 Drugi rz ¾ad rachunku zaburzeń

Mno·z ¾ac trzecie z równań (13.6) przez stan hnj otrzymujemy

E(2)n =
X
m6=n

c(1)mn 0 hnj Ĥ 0 jmi0 = �
X
m6=n

0 hnj Ĥ 0 jmi00 hmj Ĥ 0 jni0
E
(0)
m � E(0)n

(13.13)

= �
X
m6=n

���0 hmj Ĥ 0 jni0
���2

E
(0)
m � E(0)n

:

Warto zauwa·zýc, ·ze druga poprawka do stanu podstawowego jest zawsze ujemna.
Drug ¾a poprawk¾e do funkcji falowej otrzymujemy mno·z ¾ac trzecie z równań (13.6) przez

stan 0 hkj , k 6= n :X
m6=n

c(1)mn 0 hkj Ĥ 0 jmi0 + E
(0)
k c

(2)
kn = E

(1)
n c

(1)
kn + E

(0)
n c

(2)
kn : (13.14)

St ¾ad c(2)kn przyjmuje postác

c
(2)
kn =

X
m6=n

c(1)mn
0 hkj Ĥ 0 jmi0
E
(0)
n � E(0)k

� c(1)kn
E
(1)
n

E
(0)
n � E(0)k

=
X
m6=n

0 hnj Ĥ 0 jmi00 hmj Ĥ 0 jni0�
E
(0)
k � E(0)n

��
E
(0)
m � E(0)n

� � 0 hkj Ĥ 0 jni00 hnj Ĥ 0 jni0�
E
(0)
k � E(0)n

�2 : (13.15)
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13.1.3 Oscylator harmoniczny zaburzony sta÷¾a si÷¾a

Aby zilustrowác metod¾e rachunku zaburzeń rozpatrzmy znany nam ju·z jednowymiarowy
oscylator harmoniczny poddany dzia÷aniu sta÷ej si÷y F :

Ĥ =
p̂2x
2m

+
!2m

2
x̂2 + F x̂: (13.16)

Po pierwsze warto zauwa·zýc, ·ze poprzez prost ¾a zmian¾e zmiennych

Ĥ =
1

2

�
p̂2x
m
+ !2m

�
x̂2 + 2

F

!2m
x̂+

F 2

!4m2
� F 2

!4m2

��
=

1

2

�
p̂2y
m
+ !2m ŷ2

�
� F 2

2!2m
; (13.17)

gdzie y = x + F=!2m hamiltonian (13.16) daje si¾e sprowadzíc do sumy hamiltonianu
opisuj ¾acego oscylator bez zaburzenia i sta÷ego (ujemnego) cz÷onu proporcjonalnego do
kwadratu si÷y F . Energi¾e takiego uk÷adu mo·zemy napisác natychmiast, korzystaj ¾ac ze
wzoru (9.28):

En = �h!

�
1

2
+ n

�
� F 2

2!2m
: (13.18)

Aby zastosowác do hamiltonianu (13.16) rachunek zaburzeń, przyjmiemy jako H0
hamiltonian oscylatora niezaburzonego, zás jako H 0:

Ĥ 0 = F x̂: (13.19)

W poprzednim rozdziale wyliczylísmy ju·z element macierzowy operatora x̂mi¾edzy stanami
w÷asnymi H0. St ¾ad

0 hmj Ĥ 0 jni0 = F
r

�h

2m!

�p
n+ 1�m;n+1 +

p
n�m;n�1

�
: (13.20)

Jak widác ze wzoru (13.20) element diagonalny operatora Ĥ 0 znika i dlatego pierwsza
poprawka do energii jest te·z równa 0. Natomiast nie znika druga poprawka do energii

E(2)n = � �hF
2

2m!

X
m6=n

�p
n+ 1�m;n+1 +

p
n�m;n�1

�2
�h! (m� n)

= � F 2

2m!2
((n+ 1)� n)

= � F 2

2m!2
: (13.21)

Widác st ¾ad, ·ze druga poprawka ca÷kowicie odtwarza sta÷¾a ze wzoru (13.18). Zatem drugi
rz ¾ad rachunku zaburzeń daje dok÷adny wynik na poziomy energetyczne zaburzonego sta÷¾a
si÷¾a oscylatora harmonicznego.
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13.2 Przypadek z degeneracj ¾a

13.2.1 Pierwszy rz ¾ad rachunku zaburzeń

Zajmiemy si¾e teraz przypadkiem, kiedy jednej wartósci w÷asnej hamiltonianuH0 odpowiada
kilka stanów w÷asnych:

Ĥ0 jn; ii0 = E(0)n jn; ii0 ; (13.22)

gdzie i zmienia si¾e on 1 do In. W niektórych przypadkach lepiej jest przyj ¾ác, ·ze i zmienia
si¾e w granicach Iminn do Imaxn ; wtedy wystarczy przesun ¾ác i o wartóśc �Iminn +1, aby dolna
granica by÷a 1. Zwró́cmy uwag¾e, ·ze dowolna kombinacja liniowa

InX
i=1

ain jn; ii0 (13.23)

jest te·z stanem w÷asnym do energii E(0)n .
Pe÷ne równanie Schrödingera przyjmuje wówczas postác

(H0 + �H
0) jni = En jni ; (13.24)

gdzie

jni =
X
m

ImX
i=0

cjmn jm; ii0 ; (13.25)

przy czym wskáznik n oznacza tu jeden konkretny stan o energii En. Trzeba jednak
pami¾etác, ·ze maj ¾ac do dyspozycji In stanów mo·zemy utworzýc In ortogonalnych kombi-
nacji (13.25). St ¾ad index n nale·za÷oby uzupe÷níc dodatkowym indeksem numeruj ¾acym te
kombinacje, o ile mia÷yby one t¾e sam ¾a energi¾e En.
Zastanówmy si¾e, co mo·ze si¾e stác w wyniku �w÷¾aczenia� zaburzenia. Wyobrázmy

sobie stan trzykrotnie zdegenerowany. Po pierwsze mo·ze si¾e zdarzýc, ·ze �podobnie jak
w poprzednim przypadku bez degeneracji �energia wszystkich stanów jm; ji0 przesunie
si¾e o ma÷¾a poprawk¾e. Wówczas degeneracja si¾e nie zmieni, a n wyst¾epuj ¾ace w (13.25)
oznacza zespó÷2 liczb n ! (n; i), gdzie i = 1; 2; 3. Jednak·ze, i to jest najcz¾estszy
przypadek, degenaracja zostaje usuni¾eta cz¾ésciowo: Energia 2 stanów przsunie si¾e o �1:
En1 = E

(0)
n +�1, a energia trzeciego stanu o �2: En2 = E

(0)
n +�2. Wówczas mamy dwa

stany o energii En1 i wtedy n ! (n1; 1); (n1; 2) i jeden stan o energii En2 , czyli n ! n2
(bez dodatkowego indeksu). Wreszcie ka·zdy z trzech poziomów niezaburzonych mo·ze
przesun ¾ác si¾e o ró·zn ¾a wartóśc �1;2;3 i wtedy mówimy, ·ze degeneracja zosta÷a zniesiona
ca÷kowicie, n! n1, n2 lub n3. We wszystkich trzech przypadkach granicy �! 0 porawki
znikn ¾a �i ! 0, ale stany w÷asne odpowiadaj ¾ace Enk = E

(0)
n +�k d ¾a·zýc bed ¾a na ogó÷nie

do wyj́sciowych stanów jn; ii0 ale do ich kombinacji liniowych (13.23).
Post¾epuj ¾ac podobnie jak w przypadku niezdegenerowanym

cjmn = c
j(0)
m �mn + � c

j(1)
mn + �

2 cj(2)mn + : : : (13.26)

60



musimy za÷o·zýc, ·ze c
j(0)
mn = c

j(0)
m �mn poniewa·z w granicy � ! 0 stan jni b¾edzie na ogó÷

przechodzi÷w pewn ¾a kombinacj¾e liniow ¾a stanów jn; ii0. Pozosta÷e c
j(r)
mn = 0 dla m = n.

St ¾ad równania (13.6) przyjmuj ¾a postác

Ĥ0
X
i

ci(0)n jn; ii0 = E(0)n
X
i

ci(0)n jn; ii0 ;

Ĥ 0
X
i

ci(0)n jn; ii0 +
X
m6=n

E(0)m
X
j

cj(1)mn jm; ji0 = E(1)n
X
i

ci(0)n jn; ii0 + E(0)n
X
m6=n

X
j

cj(1)mn jm; ji0 ;

: : : (13.27)

Podobnie jak poprzednio pierwsze równanie (13.27) odtwarza po prostu widmo niezabur-
zonego hamiltonianu. Mno·z ¾ac drugie z równań (13.27) przez stan 0 hn; kj otrzymujemy:X

i

0 hn; kj Ĥ 0 jn; ii0 ci(0)n = E(1)n c
k(0)
n : (13.28)

Równanie to warto przepisác jako:X
i

�
0 hn; kj Ĥ 0 jn; ii0 � E(1)n �ki

�
ci(0)n = 0: (13.29)

Z algebraicznego punktu widzenia jest to równanie w÷asne jakie otrzymalibýsmy próbuj ¾ac
zdiagonalizowác macierz hamiltonianu zaburzaj ¾acego. Otrzymany w ten sposób wartósci
w÷asne E(1)n s ¾a szukanymi poprawkami do energii problemu niezaburzonego. Je·zeli wszys-
tkie wartósci w÷asne w równaniu (13.29) wyjd ¾a ró·zne, wtedy mówimy o ca÷kowitym
zniesieniu degeneracji. Je·zeli jednak wyjdzie kilka równych wartósci w÷asnych to zniesienie
degeneracji b¾edzie tylko cz¾ésciowe. Wektory w÷asne ~c (0)n okrésl ¾a nam kombinacje liniowe
stanów jn; ii0 do których zredukuje si¾e stan jni w granicy �! 0.
Aby wyliczýc poprawk¾e do funkcji falowej, musimy pomno·zýc drugie z równań (13.27)

przez stan 0 hm0; kj ( m0 6= n ). Po opuszczeniu znaku 0 otrzymujemy:X
i

c
(0)
i 0 hm; kj Ĥ 0 jn; ii0 + E(0)m ck(1)mn = E

(0)
n c

k(1)
mn ; (13.30)

co daje

ck(1)mn = �
X
i

0 hm; kj Ĥ 0 jn; ii0
E
(0)
m � E(0)n

ci(0)n (13.31)

13.2.2 Dwuwymiarowy oscylator harmoniczny z zaburzeniem xy

Omówion ¾a w poprzednim paragra�e metod¾e warto zilustrowác przyk÷adem. Wézmy w
charakterze wyj́sciowego uk÷adu niezaburzonego dwuwymiarowy oscylator harmoniczny

H0 = Hx;0 +Hy;0 =
1

2

�
p̂2x
m
+ !2mx̂2

�
+
1

2

�
p̂2y
m
+ !2m ŷ2

�
: (13.32)
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Stany w÷asne takiego uk÷adu s ¾a iloczynem stanów w÷asnych oscylatora w zmiennej x i w
zmiennej y. B¾edziemy je oznaczác jako

jnxi jnyi : (13.33)

Rzeczywíscie, poniewa·zHx;0 iHy;0 komutuj ¾a, stany (13.33) stanowi ¾a zupe÷ny uk÷ad stanów.
Odpowiadaj ¾ace im energie s ¾a sum ¾a energii pochodz ¾acych od ka·zdego oscylatora

Enx ny = �h! (nx + ny + 1) : (13.34)

Jak widác z powy·zszego wzoru stany w÷asne, poza stanem podstawowym, s ¾a zdegen-
erowane. Np. pierwszy stan wzbudzony o energii E = 2�h! jest zdegenerowany dwukrot-
nie

j1i j0i i j0i j1i ; (13.35)

a drugi stan wzbudzony o energii E = 3�h! jest trzykrotnie zdegenerowany

j2i j0i ; j1i j1i i j0i j2i : (13.36)

W charakterze zaburzenia wézmy potencja÷

Ĥ 0 = V̂ = 2"

�
x̂

l

��
ŷ

l

�
; (13.37)

gdzie l jest charakterystyczn ¾a d÷ugósci ¾a jak ¾a mo·zna utworzýc ze sta÷ych wymiarowych
oscylatora harmonicznego

l =

r
�h

m!
;

natomiast " jest sta÷¾a o wymiarze energii okréslaj ¾ac ¾a si÷¾e zaburzenia. Warto wyrazíc
V̂ przez operatory kreacji i anihilacji, przy czym b¾edziemy teraz mieli dwa typy takich
operatorów: operatory dzia÷aj ¾ace w przestrzeni stanów pierwszego oscylatora (oscylatora
�x-owego�) i w przestrzeni drugiego (�y-owego�), gdzie

x̂

l
=

1p
2

�
âyx + âx

�
;
ŷ

l
=

1p
2

�
âyy + ây

�
Mamy wi¾ec

V̂ = "
�
âyx + âx

� �
âyy + ây

�
= "

�
âyxâ

y
y + â

y
xây + âxâ

y
y + âxây

�
: (13.38)

Dzia÷aj ¾ac operatorem V̂ na dowolny stan (13.33) otrzymujemy:

V̂ jnxi jnyi = "
�
âyxâ

y
y + â

y
xây + âxâ

y
y + âxây

�
jnxi jnyi

= "

�q
(nx + 1)(ny + 1) jnx + 1i jny + 1i+

q
(nx + 1)ny jnx + 1i jny � 1i

+
q
nx(ny + 1) jnx � 1i jny + 1i+

p
nxny jnx � 1i jny � 1i

�
: (13.39)
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Z powy·zszego wzoru widác, ·ze operator V̂ przerzuca dany stan w stan o energii wi¾ekszej
lub mniejszeh o �h!, ale tak·ze miesza ró·zne stany odpowiadaj ¾ace tej samej energii (tzn.
ma niezerowe elementy mi¾edzy tymi stanami).
Dla przyk÷adu rozpatrzmy poprawk¾e do energii pierwszego stanu wzbudzonego. Niech

n oznacza sum¾e n = nx + ny, a za wskáznik degeneracji przyjmijmy np. i = ny + 1. Dla
pierwszego stanu wzbudzonego n = 1 a i = 0; 1. St ¾ad:

j1i j0i = j1; 1i ; j0i j1i = j1; 2i : (13.40)

Otrzymujemy

V̂ j1; 1i = " f: : :+ 0 j1; 1i+ j1; 2i+ : : :g ;
V̂ j1; 2i = " f: : :+ j1; 1i+ 0 j1; 2i+ : : :g

i równanie (13.29) przyjmuje postác�
h1; 1j V̂ j1; 1i h1; 1j V̂ j1; 2i
h1; 2j V̂ j1; 1i h1; 2j V̂ j1; 2i

� �
c1(0)

c2(0)

�
�
"
E
(1)
1 0

0 E
(1)
1

# �
c1(0)

c2(0)

�

=

"
�E(1)1 "

" �E(1)1

# �
c1(0)

c2(0)

�
= 0: (13.41)

Wyznacznik macierzy wyst¾epuj ¾acej w (13.41) wynosi�
E
(1)
1

�2
� "2 = 0; (13.42)

co daje
E
(1)
1 = �": (13.43)

Widzimy zatem, ·ze ju·z w pierwszym rz¾edzie rachunku zaburzeń nast ¾api÷o zniesienie de-
generacji.
Unormowane wektory w÷asne do wartósci w÷asnych (13.43) przyjmuj ¾a postác:"

c
0(0)
1�
c
1(0)
1�

#
=

1p
2

�
1
�1

�
: (13.44)

A zatem stany w÷asne do których d ¾a·z ¾a pe÷ne stany wyliczone w pierwszym rz¾edzie rachunku
zaburzeń, s ¾a nast¾epuj ¾acymi kombinacjami stanów wyj́sciowych:

j1;�i =
1p
2
(j1i j0i � j0i j1i)

j1;+i =
1p
2
(j1i j0i+ j0i j1i) : (13.45)

Jak ÷atwo si¾e przekonác, s ¾a to stany znormalizowane i wzajemnie ortogonalne. Dla
odró·znienia od stanów wyj́sciowych oznaczylísmy je jako j1;�i.
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Aby wyliczýc poprawk¾e do funkcji falowej musimy wyliczýc elementy macierzowe V̂
od stanów j1; 0i i j0; 1i do wszystkich stanów o innych energiach. W naszym przypadku
rzut oka na równanie (13.39) pozwala stwierdzíc, ·ze s ¾a to stany:

j1i j0i !
p
2 j2i j1i ;

j0i j1i !
p
2 j1i j2i

o enrgii E = 4�h!.
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