13 Stacjonarny rachunek zaburzen

13.1 Przypadek bez degeneracji

Dyskutowane w poprzednich rozdzialach potencjaly dopuszczaly dokladne rozwigzanie
problemu wilasnego. Jednak bardzo czesto nie potrafimy analitycznie uzyskaé takich
rozwigzan. Dlatego w takich przypadkach musimy szuka¢ przyblizonych metod znajdy-
wania energii i funkcji falowych. W tym rozdziale oméwimy tzw. stacjonarny rachunek
zaburzen. Jest to metoda w ktérej hamiltonian ukladu dzielimy na dwie czesci: ]:[0, dla
ktorej znane sg dokladne rozwiazania problemu wlasnego i na cze$¢ zaburzajgcg H. Aby
wyprowadzi¢ rachunek zaburzen postuzymy sie trickiem wprowadzajac formalny parametr
A, ktory postuzy nam jako parametr rozwiniecia

H=Hy+ H = Hy+ \H'. (13.1)

W trakcie rachunku bedziemy zaklada¢ ze A\ < 1, jednak na koncu polozymy A = 1.
Metoda taka moze wydawac sie¢ niepoprawna, jednak za kazdym razem upewnimy sie, czy
uzyskane w ten sposéb poprawki do spektrum H, sg rzeczywiscie mate. Moze sie jednak
czasem zdarzy¢, ze metoda ta potrafimy otrzymac poprawne rezultaty, nawet gdy warunek
ten nie jest spelniony. Dyskusja stosowalnosci otrzymanych wynikéw jest nieodigcznym
elementem przeprowadzenia rachunku zaburzen.

Okazuje sie, ze musimy tu wyrézni¢ dwa przypadki: pierwszy, kiedy spektrum Hy nie
jest zdegenerowane i drugi, kiedy degeneracja wystepuje.

Napiszmy réwnanie wlasne dla hamiltonianu (13.1):

Ay = (Bo+M)In) = EByln),
Holn) = E9n),. (13.2)

Stany |n) sa szukanymi stanami wlasnymi pelego hamiltonianu. Stan |n), to stan, do

ktérego redukuje sie stan |n) w granicy A — 0. Stany |n), stanowia niezdegenerowany

uktad zupely unormowanych stanéw witasnych H, do wartosci wlasnej EY. Poniewaz

stany |n), stanowig uklad zupemy, wiec kazdy stan, w tym |n), mozemy rozwing¢ jako
) = Coun [m)g (13.3)

O wspotczynikach ¢, i energiach wlasnych FE, zalozymy, ze maja postat szeregu pote-
gowego W A:

Comn = O+ A X2
E, = EO4+AXEW 4+ X E® . (13.4)

Zauwazmy, ze w granicy A — 0 odtwarzamy stan wlasny |n), i energie EY) niezaburzo-

nego hamiltonianu H,. Zalozymy tez, ze dla r # 0 At = 0. W ten spos6b unikniemy
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podwdjnego liczenia stanu |n), w szeregu (13.3). Podstawiajac (13.4) i (13.3) do (13.2)
otrzymujemy réwnanie

(o + A1) (rn>o+AZ e ) + X2 Zc53;|m>o+---)

= (E© + AED 4 32 E (!n A chhlmig +27 Y e lm), + )
m#n m#n
(13.5)

Przemnazajac przez siebie szeregi wystepujace w (13.5) i poréwnujac stronami wyrazy
przy tych samych potegach A otrzymujemy ukiad réwnan:

Hy|n > = B [n),
H'ln)g+ ) B b Imy = EX [n)g+ EP Y el m)y
ZcmnH'|m —I—ZET(S o = EP|n),+ E(! Z ) |m), + EC Zc

(13.6)

13.1.1 Pierwszy rzad rachunku zaburzen

Pierwsze z réwnan (13.6) jest po prostu réwnaniem W}asnym ukladu nie zaburzonego.
Pozostale réwnania daja sie rozwigzac¢ ze wzgledu na E9D i 8w tym celu pomnézmy

drugie z réwnan (13.6) przez ¢ (n| i wezmy iloczyn skalarny
o (n| H' |n), = EWY. (13.7)

W ten sposéb otrzymali$émy wzor na pierwsza poprawke do energii wlasnej. Mnozac (13.6)
przez o (k|, gdzie k # n otrzymujemy:

o (k| H' |[n), + EQ ) = EO V) (13.8)
skad )
1 o (k| H'|n)
I(m) - T 0 (0;)- (13.9)
Zatem w rzedzie A funkcja falowa ma postac:
n) = In)y =AY |m w +O(\?). (13.10)

m#n
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SprawdZmy, czy stan |n) jest unormowany:

2 nIH K)o o (m[ A’ |n),
(nin) = ol Imo+ XD > T otk Imho @ o

0 =14+ MW (13.11)

142 Z 0 (1 b2 |m)00 <m| b2 n)
( ©) (o>>2

Zatem stan |n) nalezy pomnozy¢ przez pierwiastek odwrotnodci z wyrazenia (13.11).
Poniewaz jednak wszystkie wielkoSci rozwijamy w potegi A musimy takze rozwinaé pier-
wiastek:

In) — _m In) (1 - %AQW ¥ .. ) . (13.12)

V1+ XMW
Poniewaz jednak stan |n) znamy z tylko dokladnoScia do wyrazu liniowego w A, czlon
kwadratowy w rozwinieciu czynnika normalizacyjnego musimy pomina¢. Trzeba jednak
pamigtac, ze da on przyczynek w drugim rzedzie rachunku zaburzen.

13.1.2 Drugi rzad rachunku zaburzen

Mnozac trzecie z réwnan (13.6) przez stan (n| otrzymujemy

o (n| H' [m)gy (m| H'|n)
EP = Y on[H m)=->_ -0 00 o0 0 (13.13)
m#n m#n m — Lin

~ 2
o ml " |n)
EY — EY

m#£n

Warto zauwazy¢, ze druga poprawka do stanu podstawowego jest zawsze ujemna.
Druga poprawke do funkcji falowej otrzymujemy mnozac trzecie z réwnan (13.6) przez
stan o (k| , k #n :

S b o (kB m)g + B2 = EOAD + B0 (13.14)

m#n

Stad c,(jz przyjmuje postac

k| H' EY
) = X dne e )

BB T EY B
_ Z o (n H' [m)gy (m| H' 1), _ oK H' [n) o, (n] H’ ‘n>0. (13.15)
e (B0 - ED) (B - BY) (50~ B0)

58



13.1.3 Oscylator harmoniczny zaburzony stalg silg

Aby zilustrowa¢ metode rachunku zaburzen rozpatrzmy znany nam juz jednowymiarowy
oscylator harmoniczny poddany dziataniu stalej sity F' :

2 2
AP wimo .
H=— Fz. 13.1

2m+ Qx—l— T (13.16)

Po pierwsze warto zauwazy¢, ze poprzez prosta zmiane zmiennych

1 F 2 R
H = —(&+w2m <3§2—|—2 i+ - ))
m w

2 2m wim?  wim?
N

= —|—= — 13.17
2 (m wmy 2w?m’ ( )

gdzie y = z + F/w?m hamiltonian (13.16) daje si¢ sprowadzi¢ do sumy hamiltonianu
opisujacego oscylator bez zaburzenia i stalego (ujemnego) cztonu proporcjonalnego do
kwadratu sity F' . Energie takiego ukladu mozemy napisa¢ natychmiast, korzystajac ze
wzoru (9.28):

1 F?
By =hw (> - . 13.18
“ (2 * ”) 2w?m (13.18)

Aby zastosowaé¢ do hamiltonianu (13.16) rachunek zaburzen, przyjmiemy jako Hy
hamiltonian oscylatora niezaburzonego, za$ jako H':

A

H =F32 (13.19)

W poprzednim rozdziale wyliczyliSmy juz element macierzowy operatora & miedzy stanami
wlasnymi Hy. Stad

~ h
o (ml H' n)y = Fy| 5 (\/n 10 + \/ﬁam,nﬂ) . (13.20)

Jak wida¢ ze wzoru (13.20) element diagonalny operatora H' znika i dlatego pierwsza
poprawka do energii jest tez réwna 0. Natomiast nie znika druga poprawka do energii

BE® — _ hE* Z (V n+ 1mn1 + \/ﬁ(sm7n—1)2

" 2mw — hw (m —n)
F2
- () )
F2
= — ) 13.21
2mw? (13.21)

Wida¢ stad, ze druga poprawka catkowicie odtwarza stala ze wzoru (13.18). Zatem drugi
rzad rachunku zaburzen daje dokladny wynik na poziomy energetyczne zaburzonego stalta
sitg oscylatora harmonicznego.
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13.2 Przypadek z degeneracja
13.2.1 Pierwszy rzad rachunku zaburzen

Zajmiemy sie teraz przypadkiem, kiedy jednej wartosci wlasnej hamiltonianu Hy odpowiada
kilka stanéw witasnych: )
Hy|n,i)y = B9 |n,i),, (13.22)

gdzie ¢ zmienia sie on 1 do [,,. W niektérych przypadkach lepiej jest przyjac, ze ¢ zmienia
sie¢ w granicach ™" do I™**; wtedy wystarczy przesunaé i o warto$¢ —I™® + 1, aby dolna
granica byla 1. Zwrétmy uwage, ze dowolna kombinacja liniowa

In

> al In, i), (13.23)

i=1

jest tez stanem wilasnym do energii EY.
Pele réwnanie Schrodingera przyjmuje wéwczas postac

(Hy + MH') |n) = E, |n), (13.24)

gdzie

ZZ I m, i), (13.25)

m =0

przy czym wskaznik n oznacza tu jeden konkretny stan o energii F,. Trzeba jednak
pamietac, ze majac do dyspozycji [, stanéw mozemy utworzy¢ [,, ortogonalnych kombi-
nacji (13.25). Stad index n nalezaloby uzupemi¢ dodatkowym indeksem numerujacym te
kombinacje, o ile mialyby one te samg energie F,,.

Zastanéwmy sig, co moze si¢ sta¢ w wyniku ,wlgczenia” zaburzenia. Wyobrazmy
sobie stan trzykrotnie zdegenerowany. Po pierwsze moze si¢ zdarzy¢, ze — podobnie jak
w poprzednim przypadku bez degeneracji — energia wszystkich stanéw |m, j), przesunie
sic o malg poprawke. Wéwezas degeneracja sie nie zmieni, a n wystepujace w (13.25)
oznacza zespot 2 liczb n — (n,i), gdzie i = 1,2,3. Jednakze, i to jest najczestszy
przypadek, degenaracja zostaje usunigta czesciowo: Energla 2 stan6éw przsunie sie¢ o Ay:
E, =E, 0 + A, a energia trzeciego stanu o Ay: E,, = E + As. Wéwezas mamy dwa
stany o energii E,, i wtedy n — (nq,1), (n1,2) i jeden stan o energii E,,, czyli n — ns
(bez dodatkowego indeksu). Wreszcie kazdy z trzech pozioméw niezaburzonych moze
przesunaé si¢ o rézna warto$¢ A;,3 i wtedy méwimy, ze degeneracja zostala zniesiona
catkowicie, n — nj, ny lub ng. We wszystkich trzech przy%)a,dkach granicy A — 0 porawki
znikna A; — 0, ale stany wlasne odpowiadajace E,, = + A dazyt beda na ogét nie
do wyjSciowych stanéw |n, ), ale do ich kombinacji linlowych (13.23).

Postepujac podobnie jak w przypadku niezdegenerowanym

A =08, + XD L \2I@ (13.26)
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musimy zalozy¢, ze A0 = CZ,(LO)(Smn poniewaz w granicy A — 0 stan |n> bedzie na ogét
przechodzil w pewna kombinacje liniows stanéw |n, 7),. Pozostale A" =0 dlam = n.
Stad réwnania (13.6) przyjmuja postaé

HZ n,iy, = E,(LO)Z 1O n,6),,
H’Zc’(o)\nz —|—ZE Z Vim, j), = Zc In, i), + EL° Zch(l)\mJ

m#£n m#n  j

(13.27)

Podobnie jak poprzednio pierwsze réwnanie (13.27) odtwarza po prostu widmo niezabur-
zonego hamiltonianu. Mnozac drugie z réwnan (13.27) przez stan ¢ (n, k| otrzymujemy:

Z o (n, k| H' |n,i), @ = EDEO), (13.28)

Réwnanie to warto przepisac¢ jako:

3 (0 (n, k| 5 [n, i)y — E,(f)éki> ¢ = . (13.29)

7 algebraicznego punktu widzenia jest to rownanie wlasne jakie otrzymaliby$smy préobujac
zdlagonahzowac macierz hamiltonianu zaburzajacego. Otrzymany w ten sposéb wartoSci
whasne E{” sg szukanymi poprawkami do energii problemu niezaburzonego. Jezeli wszys-
tkie warto$ci wlasne w réwnaniu (13.29) wyjda rézne, wtedy méwimy o catkowitym
zniesieniu degeneracji. Jezeli jednak wyjdzie kilka réwnych wartoSci wlasnych to zniesienie
degeneracji bedzie tylko czeSciowe. Wektory wiasne Al okre$la nam kombinacje liniowe
stanéw |n, i), do ktérych zredukuje sie stan |n) w granicy A — 0.

Aby wyliczy¢ poprawke do funkeji falowej, musimy pomnozy¢ drugie z réwnan (13.27)
przez stan o (m’, k| ( m’ # n ). Po opuszczeniu znaku ' otrzymujemy:

Sl o (m, K| B [, i)y + B kD = EOY, (13.30)
co daje R
k| H |n,i), ;
Cl':rgrlz) _ Z 0 <m7 | ’n72>oc;(0) (13_31)

EY — EY

13.2.2 Dwuwymiarowy oscylator harmoniczny z zaburzeniem zy

Omoéwiong w poprzednim paragrafie metode warto zilustrowaé przykladem. Wezmy w
charakterze wyjSciowego ukladu niezaburzonego dwuwymiarowy oscylator harmoniczny

1(/p? 1 (P
Hy=H,o+H,0= = p“’+w mi?) + = &+w2mgj2 ) (13.32)
’ ' 2\m 2\m
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Stany wilasne takiego uktadu sg iloczynem stanéw wlasnych oscylatora w zmiennej x i w
zmiennej y. Bedziemy je oznaczaé jako

n2) Iny) (13.33)

Rzeczywiscie, poniewaz H, o i H, o komutuja, stany (13.33) stanowia zupelny uklad stanéw.
Odpowiadajace im energie sa sumg energii pochodzacych od kazdego oscylatora

Epyn, =hw (ng +ny+1). (13.34)

Jak wida¢ z powyzszego wzoru stany wilasne, poza stanem podstawowym, sg zdegen-
erowane. Np. pierwszy stan wzbudzony o energii &/ = 2hiw jest zdegenerowany dwukrot-
nie

[1)10) 1 [0} [1), (13.35)

a drugi stan wzbudzony o energii £ = 3hw jest trzykrotnie zdegenerowany
12)10), [1) [1) 1 ]0)|2). (13.36)

W charakterze zaburzenia wezmy potencjal

H =V =2 (%) <%> : (13.37)

gdzie [ jest charakterystyczna diugoscia jaka mozna utworzyc¢ ze stalych wymiarowych
oscylatora harmonicznego

h
l: )

mw

natomiast ¢ jest stala o wymiarze energii okreSlajaca sile zaburzenia. Warto wyrazic
V' przez operatory kreacji i anihilacji, przy czym bedziemy teraz mieli dwa typy takich
operatoréw: operatory dzialajace w przestrzeni stanéw pierwszego oscylatora (oscylatora
»T-owego”) 1 w przestrzeni drugiego (,,y-owego”), gdzie

(af +a.), = =— (al +ay,)

N'%g)

Sl

y
z

Sl

Mamy wiec
V = e(al +a,) (a] +ay)

= e(alal +ala, + aal + a.a,) . (13.38)
Dziatajac operatorem V na dowolny stan (13.33) otrzymujemy:

Ving) In,) = ¢ (alal +ala, + a.al + a.a,) |ng) ny)

= {0 ) D 4 1)+l D+ 1y = 1)
+1/Ne(ny + 1) |ng — 1) [ny + 1) + /nany [ng — 1) |ny, — 1>} . (13.39)
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7 powyzszego wzoru widac, ze operator V przerzuca dany stan w stan o energii wigkszej
lub mniejszeh o hw, ale takze miesza rézne stany odpowiadajace tej samej energii (tzn.
ma niezerowe elementy miedzy tymi stanami).

Dla przyktadu rozpatrzmy poprawke do energii pierwszego stanu wzbudzonego. Niech
n oznacza sume n = n, + n,, a za wskaznik degeneracji przyjmijmy np. ¢ = n, + 1. Dla
pierwszego stanu wzbudzonego n =1 a ¢ = 0,1. Stad:

[1)10) =[1,1), [0) 1) =[1,2). (13.40)
Otrzymujemy

VL1 = e{..4+0|1,1)+[1,2)+...},
VI1,2) = e{..+[1,1)+0]|1,2) +...}

i réwnanie (13.29) przyjmuje postaé

(LVILY LV [ 4@ | BP0 O
[ (L2VLD) (122 | [ SO o B[
[ () 1(0)
E; € c
= =0. 13.41
ey (13.41)
Wyznacznik macierzy wystepujacej w (13.41) wynosi
2
(EP) - (13.42)
co daje
EV = . (13.43)

Widzimy zatem, ze juz w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen nastapilo zniesienie de-
generacji.
Unormowane wektory wiasne do wartosci wlasnych (13.43) przyjmuja postaé:

0(0) 1
N I ] 13.44
B (5] o
A zatem stany wlasne do ktérych daza petne stany wyliczone w pierwszym rzedzie rachunku
zaburzen, sa nastepujacymi kombinacjami stanéw wyjsciowych:
1

- = ﬁ(|1>|0>—|0>|1>)

1
V2
Jak tatwo sie przekona¢, sa to stany znormalizowane i wzajemnie ortogonalne. Dla
odréznienia od stanéw wyjsciowych oznaczyli$émy je jako |1, F).

L,+) = (11 [0) +10) [1)) - (13.45)
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Aby wyliczy¢ poprawke do funkcji falowej musimy wyliczy¢ elementy macierzowe 1%
od stanéw |1,0) i |0,1) do wszystkich stanéw o innych energiach. W naszym przypadku
rzut oka na réwnanie (13.39) pozwala stwierdzi¢, ze sa to stany:

1)10) — v2[2)[1),
0) 1) — V2[1)2)

o enrgii &/ = 4hw.
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