
11 Zwi ¾azki z mechanik ¾a klasyczn ¾a

11.1 Twierdzenie Ehrenfesta

Twierdzenie Ehrenfesta mówi, ·ze wartósci oczekiwane operatorów takich jak po÷o·zenie
czy p¾ed spe÷niaj ¾a klasyczne równania ruchu. Przypomnijmy
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Na ogó÷operatory nie zale·z ¾a od czasu, wi¾ec
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Je·zeli operator Q̂ komutuje z hamiltonianem, to jego wartóśc oczekiwana w dowolnym
stanie nie zale·zy od czasu �Q jest zachowane. Wtedy tak·ze Q̂2 komutuje z Ĥ, a zatem
dyspersja jest te·z zachowana. Q jest nazywane "dobr ¾a liczb ¾a kwantow ¾a".
Je·zeli j ; ti = jE; ti jest stanem w÷asnym energii
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Zatem ka·zdy (jawnie niezale·zny od czasu) operator Q̂ ma w stanie w÷asnym energii za-
chowan ¾a wartóśc oczekiwan ¾a. Dlatego stany w÷asne energii nazywane s ¾a stanami stacjonarnymi.
Dla operatora p¾edu
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Jest to kwantowy odpowiednik równania Newtona. Podobnieh
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i
=

1

2m

�
x̂; p̂2

�
=

1

2m
(p̂ [x̂; p̂] + [x̂; p̂] p̂) =

i�h

m
p̂;

co daje
d

dt
hx̂i = 1

m
hp̂i : (11.6)

Równania Ehrenfesta s ¾a przyk÷adem zasady korespondencji.
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11.2 Twierdzenie o wiriale

Jako ilustracj¾e wprowadzonych poj¾éc wyprowadzimy zwi ¾azek mi¾edzy energi ¾a kinetyczn ¾a
a potencjaln ¾a. Zastosujmy twierdzenie, ·ze średnia dowolnego operatora Q̂ w stanach
stacjonarnych jest sta÷a w czasie (11.4) dla operatora Q̂ = ~x � ~p:
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Dla potencja÷ów centralnych
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Dla oscylatora � = 2; zatem energia kinetyczna i potencjalna s ¾a równe. Dla potencja÷u
Coulomba � = �1, zatem suma podwojonej energii kinetycznej i energii potencjalnej jest
równa 0. Lub inaczej: ca÷kowita energia jest równa minus energii kinetycznej.

11.3 G¾estóśc pr ¾adu prawdopodobieństwa

Ca÷kowite prawdopodobieństwo znalezienia cz ¾astki gdziés w przestrzeni wynosi 1, a zatem:Z
j (~r; t)j2 dV = 1: (11.12)

Jest to tzw. warunek normalizacyjny dla funkcji  . Oznacza on w gruncie rzeczy, ·ze
ca÷ka (11.12) jest skończona; rzeczywíscie wówczas zawsze mo·zna dobrác pewn ¾a sta÷¾a c:
 !  0 =  =c, ·ze funkcja  0 ma norm¾e równ ¾a 1. Warunek (11.12) oznacza, ·ze funkcja
j (~r; t)j2 w nieskończonósci znika na tyle szybko, ·ze ca÷ka po dV jest skończona. W
mýsl interpretacji statystycznej oznacza to, ·ze cz ¾astka jest zlokalizowana w przestrzeni.
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Warto jeszcze zauwa·zýc, ·ze pomno·zenie funkcji  prze faz¾e ei� nie zmienia g¾estósci praw-
dopodobieństwa, a zatem z �zycznego punktu widzenia funkcje

 i ei� 

s ¾a równowa·zne.
O funkcjach spe÷niaj ¾acyh (11.12) mówimy, ·ze s ¾a ca÷kowalne w kwadracie.
Zauwa·zmy, ·ze formalnie ca÷ka (11.12) jest funkcj ¾a czasu. Ale aby interpretacja statysty-

czna mia÷a sens, warunek normalizacyjny (11.12) powinien býc spe÷niony dla ka·zdej chwili
t, czyli powinien býc niezale·zny od t:
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W ca÷ce po dV ograniczymy si¾e najpierw do skończonego obszaru V , który nast¾epnie
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gdzie ostatnia równóśc wynika z równania Schrödnigera. Poniewa·z Ĥ = ��h2=2m ~r2
+V ,

gdzie V jest rzeczywist ¾a funkcj ¾a po÷o·zenia, cz÷ony z V kasuj ¾a si¾e i otrzymujemy
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Do ostatniej ca÷ki zastosujemy twierdzenia GaussaZ
V

~r � ~S dV =
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gdzie d~a jest skierowanym elementem powierzchni, a @V oznacza brzeg obszaru V . Oz-
naczaj ¾ac
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i stosuj ¾ac (11.15) do ostatniej ca÷ki po dV w (11.14) mamy ostatecznie
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Jésli funkcja  znika dla du·zych ~r to w granicy @V !1 znika tak·ze ca÷ka po powierzchni
i otrzymujemy wzór (11.13).
Wyra·zenia (11.13) i (11.14) mo·zna przepisác w postaciZ
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Poniewa·z (11.17) jest spe÷nione dla ka·zdego V , musi zachodzíc równanie ci ¾ag÷ósci :

@

@t
P (~r; t) + ~r � ~S = 0: (11.18)

Równanie to jest identyczne z równaniem dla cieczy, gdzie P oznacza g¾estóśc cieczy, a
wektor ~S g¾estóśc pr ¾adu (w przypadku cieczy ~S = P ~v, gdzie ~v jest pr¾edkósci ¾a cieczy).
St ¾ad (11.16) nazywamy g¾estósci ¾a pr ¾adu prawdopodobieństwa.

12 Rozpraszanie w jednym wymiarze

W nierelatywistycznej mechanice kwantowej rozpraszanie rozumiemy jako proces zmiany
funkcji falowej opisuj ¾acej rozpraszany obiekt przy przej́sciu przez obszar dzia÷ania znanego
potencja÷u. W rzeczywistósci źród÷em potencja÷u jest inny obiekt, np. j ¾adro atomowe w
tzw. tarczy. Pe÷ny opis uwzgl¾edniaj ¾acy ten fakt mo·zliwy jest dopiero w relatywistycznej
mechanice kwantowej.
Choć na pierwszy rzut oka wydaje si¾e, ·ze rozpraszanie cz ¾astki na pewnym potenc-

jale powinno býc opisywane przy pomocy równania Schrödingera zale·znego od czasu,
to w praktyce stosuje si¾e równowa·zny opis stacjonarny. Odpowiada to za÷o·zeniu, ·ze z
nieskończonósci nadbiega na zlokalizoawny potencja÷ci ¾ag÷y strumień cz ¾astek. W przy-
padku jednowymiarowym cz ¾astki te z pewnym prawdopodobieństwem odbijaj ¾a si¾e od
potencja÷u oraz przechodz ¾a �na drug ¾a�stron¾e. Mamy wi¾ec do czynienia jeszcze z dwoma
strumieniami: odbitym i przechodz ¾acym. Zak÷adaj ¾ac, ·ze potencja÷jest zlokalizowany
wokó÷x = 0 funkcje falowe dla x� 0 lub x� 0 opisywane s ¾a przez fale p÷askie. Funkcja
falowa cz ¾astki padaj ¾acej (z lewa na prawo)

	p(x) = Ae�iEt=�he+ikx dla x� 0 (12.19)

Funkcja falowa stanu końcowego: odbicie i przej́scie przez potencja÷

	k(x) = B e�iEt=�he�ikx dla x� 0

+ C e�iEt=�he+ikx dla x� 0: (12.20)

W podej́sciu stacjonarnym musimy zatem rozwi ¾azác równanie Schrödingera z warunkami
brzegowymi

 (x) = Ae+ikx +B e�ikx dla x� 0

 (x) = C e+ikx dla x� 0: (12.21)

Zauwa·zmy, ·ze energia jest tu zachowana, nie zostaje ona przekazana �tarczy�, st ¾ad to
samo k we wszystkich kawa÷kach funkcji falowej.
Warunki (12.21) potraktujemy jako warunki brzegowe dla równania Schrödingera

opisuj ¾ace cz ¾astk¾e o masie m o dodatniej energii

E =
k2

2m�h2
; (12.22)
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które wygodnie zapisác w postaci (w dowolnej liczbie wymiarów):�
r2 + k2

�
 (~r) =

2m

�h2
V (~r) (~r): (12.23)

Sens �zyczny wspó÷czynników A, B i C mo·zna odczytác rozwa·zaj ¾ac g¾estóśc pr ¾adu
S(x) z równania ci ¾ag÷ósci
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i dla x� 0
S(x) = v jCj2 ; (12.27)

gdzie v jest pr¾edkósci ¾a cz ¾astki. Interpretacji poddaj ¾a si¾e jedynie stosunki

R =

����BA
����2 ; T = ����CA

����2 (12.28)

okréslane jako wspó÷czynniki odbicia (R) i przej́scia (T ). Jak widác absolutna normal-
izacja jest nieistotna. Wygodna �norma�A = 1=

p
v, wówczas padaj ¾acy strumień wynosi

1.
Powy·zsze wzory nie stosuj ¾a si¾e, je·zeli potencja÷po lewej i po prawej stronie zmierza

asymptotycznie do ró·znych wartósci (np. �schodek�). Wówczas:
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r
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r
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i mamy dla x� 0
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�hkL
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�
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oraz dla x� 0

S(x) =
�hkP
2m

jCj2 : (12.31)

Wówczas wspó÷czyniki przej́scia jest zmody�kowany

T =
k2P
k2L

����CA
����2

Przej́scie nad potencja÷em i tunelowanie.
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