
10 Oscylator harmoniczny metod ¾a operatorów kreacji
i anihilacji

10.1 Operatory kreacji i anihilacji

Spróbujmy znany nam ju·z hamiltonian oscylatora harmonicznego
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zapisác przy pomocy operatorów
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Po pierwsze tak zde�niowane operatory â i ây nie s ¾a hermitowskie. Po drugie s ¾a to
obiekty bezwymiarowe, w taki bowiem sposób dobralísmy sta÷e mno·z ¾ace x̂ i p̂. Po trzecie
ich komutator jest równy 1. Policzmy najpierw iloczyny:
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Pami¾etaj ¾ac ·ze:
[x̂; p̂] = i~; (10.5)
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Z kolei antykomutator, czyli suma
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Ostatni cz÷on jest proporcjonalny do hamiltonianu Ĥ. St ¾ad otrzymujemy, ·ze
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Aby wyprowadzíc t¾e ostatni ¾a form¾e Ĥ zastosowalísmy relacj¾e komutacji (10.6).
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10.2 Stany w÷asne i wartósci w÷asne Ĥ

Aby rozwi ¾azác równanie Schrödingera

Ĥj� >= Ej� > (10.9)

musimy znaléźc spektrum operatora âyâ. Oczywíscie stany j� > s ¾a te·z stanami w÷asnymi
âyâ :

âyâj� >= �j� > : (10.10)

O stanach j� > za÷o·zymy, ·ze s ¾a unormowane:

< �j� >= 1: (10.11)

Zobaczmy, czy stan
j� >= âj� >

jest te·z stanem w÷asnym operatora âyâ:
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Widzimy zatem, ·ze stan j� > jest stanem w÷asnym operatora âyâ do wartósci w÷asnej
�� 1, nie wiemy jednak, czy jest unormowany. St ¾ad

âj� >= N�j�� 1 > : (10.12)

Powtarzaj ¾ac analogiczny rachunek dla stanu

âyj� >

otrzymamy
âyj� >= N+j�+ 1 > : (10.13)

Spróbujmy teraz wyliczýc czynniki normuj ¾ace N�. Norma stanu j� > wynosi:

< �j� >=< �jâyâj� >= �: (10.14)

Zwró́cmy uwag¾e, ·ze we wzorze (10.14) oba operatory dzia÷aj ¾a na prawo. Z drugiej strony

< �j� >= N 2
�:

St ¾ad N� =
p
�. Post¾epuj ¾ac podobnie

N 2
+ =< � + 1j�+ 1 >=< �jââyj� >=< �jâyâ+ 1j� >= �+ 1; (10.15)

co daje N+ =
p
�+ 1.

Podsumujmy: operatory â i ây dzia÷aj ¾a na stany w÷asne operatora Ĥ w ten sposób, ·ze
obni·zaj ¾a lub podwy·zszaj ¾a wartóśc w÷asn ¾a � o 1. Dodatkowo domna·zaj ¾a taki stan w÷asny
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przez wyliczony przez nas w÷ásnie czynnik N� lub N+. Za·z ¾adamy teraz, aby istnia÷
stan podstawowy uk÷adu, czyli stan o minimalnej energii. Nie mo·zemy zatem dzia÷aj ¾ac
wielokrotnie operatorem â obni·zác w nieskończonóśc wartósci w÷asne � . Zauwa·zmy,
·ze je·zeli za·z ¾adác, aby � = n, czyli aby wartósci w÷asne operatora âyâ by÷y liczbami
naturalnymi, to dzia÷aj ¾ac n-krotnie operatorem â na stan jn > dostaniemy stan j0i.
Kolejne dzia÷anie operatorem â da 0 , poniewa·z wyzeruje si¾e czynnik N�. Zatem stan
j0 > jest stanem podstawowym oscylatora harmonicznego. Wszystkie stany wzbudzone
otrzymujemy poprzez wielokrotne dzia÷anie na stan j0 > operatorem ây. Mamy zatem
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n+ 1jn+ 1 >;

âyâjn > = njn > : (10.16)

×atwo si¾e przekonác, ·ze unormowane stany jn > maj ¾a postác:
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Zgodnie z nasz ¾a notacj ¾a wprowadzon ¾a w rozdziale 4 z operatorami â i âymo·zemy
skojarzýc macierze
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Korzystaj ¾ac z (10.16) ÷atwo wykazác, ·ze te nieskończenie wymiarowe macierze przyjmuj ¾a
nast¾epuj ¾ac ¾a postác:
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natomiast wektory jn > s ¾a w tej reprezentacji zwyk÷ymi kolumnami o 1 na n-tym miejscu

jn >=

26664
0
...
1
...

37775  n-ta pozycja
: (10.20)

T¾e reprezentacj¾e stanów w÷asnych oscylatora harmonicznego nazywamy reprezentacj ¾a
obsadzén, operatory â i ây nosz ¾a nazw¾e operatorów kreacji i anihilacji, albo jak ju·z
mówilísmy obni·zania i podnoszenia.
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10.3 W÷asnósci przestrzenne stanów jn >
Patrz ¾ac na wzór (10.20) mo·zna odniéśc wra·zenie, ·ze zgubilísmy gdziés informacj¾e o w÷as-
nósciach przestrzennych stanu kwantowego, gdy·z wektory jn > s ¾a wektorami liczbowymi.
Zauwa·zmy jednak, ·ze korzystaj ¾ac ze zwi ¾azków (10.16) mo·zemy wyliczýc wszystkie w÷as-
nósci przestrzenne stanu kwantowego. W tym celu wyliczmy operator x̂:
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Poniewa·z operatory â i ây zmieniaj ¾a stan obni·zaj ¾ac lub podnosz ¾ac n:
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wi¾ec
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St ¾ad:
< njx̂jn >= 0: (10.24)

Ten sam wynik otrzymalibýsmy w reprezentacji po÷o·zeniowej wykonuj ¾ac ca÷k¾e

+1Z
�1

dx j n(x)j2x = 0; (10.25)

poniewa·z j n(x)j2 jest symetryczn ¾a funkcj ¾a x. Spróbujmy policzýc średnie odchylenie
kwadratowe x dla stanu podstawowego,
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:

które dane jest wzorem:
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Dla n = 0 dostajemy znany nam ju·z wzór (9.32). A zatem korzystaj ¾ac z (10.21) mo·zemy
wyliczýc wszystkiemomenty przestrzennego rozk÷adu cz ¾astki w stanie n. Podobnie mo·zemy
wyliczýc charakterystyki p¾edowe stanu jn >.
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10.4 Średnie po÷o·zenie

Wró́cmy do wzoru (10.24). Mówi on, ·ze w stanie w÷asnym energii średnie po÷o·zenie jest
zero i nie zale·zy od czasu. Wézmy jednak dowolny stan
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�iEnt=~ jni : (10.27)
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gdzie u·zylísmy En = ~!(n+ 1=2). Maj ¾ac na wzgl¾edzie (10.23) otrzymujemy
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gdzie wprowadzilísmy oznaczenier
~n
2m!

c�ncn�1 = Xne
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Zatem po÷o·zenie hxi oscyluje sinusoidalnie (jak w klasycznym oscylatorze).

10.5 Zmiana reprezentacji

Ale mo·zemy te·z, przy pomocy zwi ¾azku

 �(x) = hx j�i

skonstruowác funkcj¾e falow ¾a w reprezentacji po÷o·zeń. W tym celu skonstruujmy najpierw
funkcj¾e falow ¾a stanu podstawowego

 0(x) = hx j0i : (10.31)

Korzystaj ¾ac z faktu, ·ze operator â anihiluje stan podstawowy, napiszmy równanie ró·zniczkowe
na  0:
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Zauwa·zmy teraz, ·ze:
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Aby otrzymác ostatnie z równań (10.33) skorzystalísmy ze wzoru (6.9). Równanie (10.33)
÷atwo rozwi ¾azác:
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: (10.34)

Jest to rzeczywíscie znana ju·z nam funkcja falowa stanu podstawowego oscylatora har-
monicznego (9.29), gdzie N 2 =
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m!=�~.

Na koniec wyliczmy funkcj¾e  n(x). W tym celu wygodnie jest wprowadzíc now ¾a zmi-
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Dwukrotne dzia÷anie
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St ¾ad ju·z dalsza indukcja jest oczywista:r
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A zatem na mocy (10.17)
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Zauwa·zmy, ·ze ostatni cz÷on odtwarza znormalizowane z wag ¾a e��
2=2 wielomiany Hermite�a.
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